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این مجلد شامل تقر یباً مقداری ازتویولوژی نقطه مجموعه است که دانستن آن برای یک دانشج و ضروری 
است ولواینکه منظورش تخصص دراین زمینه نباشد. مطالب آن, بخش کوچکی از تمامی موضوع 
ات کها گریه شک فشره و ی استناد کور جروه کر کین :دش اف ما با بیدا ید 
که هدف ما صرفه‌جویی درگفتاروکاستن حجم کتاب نبوده است» بلکه ارائة تصویری زنده از مفاهیم و 
اندیشه‌های موجود با استمداد از شهود خواننده» چه دراستنباط مستقیم و جه در آدراک دقیق و عمیق 
این مفاهیم بوده است. 
می خواهم از همة کسانی که با اظهار نظر سودمند خویش دربارة جاپ آلمانی کتاب» و دستنویس 
اولیةٌ آن مرا پاری نموده‌اند. ب‌ویژه, ازی. بینگنر » گی هیرش" » و ب. ساگرالوف" سپاسگزاری کنم. 
از تتودور بروکر" » به خاطر اهدای فصل آخر «نظریة مجموعه‌ها» و افزودن آن به کتابم» و سرانجام از 
سیلویو لوی" . مترجم کتاب از آلمانی به انگلیسی, متشکرم. معمولاء مولفی که اثرش به زبان خارجی 
ترجمه شده است» صلاحیت داوری دربارة اعتبار آن ترجمه را ندارد. اما دست‌کم می‌توان به او اجازه 
داد که بگوید: آنرا می‌پسندم. 
رگنز بورگ مه ۱۹۸۳ 
کلاوس ینیش" 


1. J. Bingener 2. Guy Hirsch 3. B. Sagraloff 4. Theodor Bröker 
5. Silvio Levy 6. Regensburg 7. Klaus Janich 


مانند «دانش نوین» همواره اقبال آن‌را داردکه جزئی | 


را در برگیرده ولی درمورد جمه کلیشه‌ای 


همه ما عبارت «فقط مشتی متخصص . 


۰(« شنیده‌ايم. اما یک حکم کلی دربارۂ پديدة پیجیده‌ای 


یکی از مشخصات دانش نوین راگ هی سطح تخصصی شدن خیلی زیاد - وروزافزون - آن می‌شمارند. 


۱ توپولوژی نفطه - محموعه جه می خواهد بگوید؟ 


مغل مه 


ce 


۴ مقدمه 


بالا دربازه تخضضی شن این دار فت ا دی اندک است. شاد هدر ایند که این تشانه دانشن 
جدید راء تداخل زیاد و روزافزون نظامهایی بدانیم که قبلاًبه‌عنوان زمینه‌هایی جدا ازهم منظور می‌شدند. 
مثلا آنچه را که امروزه باید یک متخصص نظرية اعداد و یک متخصص هندسة دیفرانسیل مشترکاً 
بدانند. حتی اگرنسبی هم بگیریم. خیلی بیش ا زآن‌است که لازمة پنجاه یا صد سال پیش بوده است. 
او تخل ا مه ام رتخا ای که سای تا هتفای وهای ایس یکی سس از 
دیگری آشکار می‌سازد که استفادة بعدی ازآنها. رشد فکری عظیمی را پدید می‌آورد و موجب می‌شود 
که نظریة مبتنی بر آنها خیلی زود به همة زمینه‌های درگیر راه یابد و آنها را به هم پیوند دهد. توپولوژی 
نقطه - مجموعه, دقیقً یک چنین نظرية ب‌اصطلاح پایه - شباهتی است که هر چه راکه به طورکلّی بتوان 
دربارة مفاهیم مر بوط به «نزدیکی». «همسایگی», و «همگرایی» گفت. در برمی‌گیرد ولو اینکه اغلب با 
مسامحه و عاری از دقت باشد. 

قضایای یک نظر یه می‌توانندابزارهای نظر ية دیگری باشند. مثلاهنگامی‌که یک متخصص هند سة 
دیفرانسیل (به‌عنوان کار هر روزه‌اش) ازاین واقعیت استفاده می‌کند که» از هر نقطه و برای هر امتداد. یک 


و تنها یک زتودزیک می‌گذرد. او دارد از قضية وجود و یکنایی برای دستگاههای معادلات دیفرانسیل 
معمولی مرتبة دوم استفاده می‌کند. اماء از سوی دیگر, موارد استعمال روزمرة توپولوژي نقطه - مجموعه 
در زمینه‌های دیگر, نه بر قضایای خیلی ریشه‌دا آن, بلکه بر نیروی وحدت‌بخش و ساده‌ساز دستگاه 
مفاهیم توپولوژی, و مجموعة اصطلاحاتی استوار است که در این رشته ماهرانه انتخاب شده است. 
برداشت من این است که این توان» از این سرچشمة بسیار خاص که: توپولوژی نقطه محموعه تعداد 
فراوانی از مسائل کاملانتراعی و اساسا غیر حسی درباره فضا را در دسترس تصورات ما قرار می دهد 
نشأت می‌گیرد. موارد بسیاری در توپولوژی نقطه - مجموعه را می‌توان به‌روشی كاملا مناسب درفضای 
فیزیکی معمولی مجسم کرد. حتی هنگامی‌که آنها عملا در فضای فیزیکی رخ ندهند. تصورما در بارة 
فضاء که بدین ترتیب برای استدلال ریاضی دربارة اشیاء مجرد بسیج می‌شود, نیروی ذهنی بسیار 
a ES‏ ت اتید ذهای 
دیگر ریاضی ماست. دلیل بنیادی کارایی و سادگی روشهای توپولوژیک به‌شمار می‌آید. 


منشاً و آغاز ۵ 


۲ منشاوآغاز 
پیدایش مفاهیم بنیادی ریاضی, تقریباً همیشه» فرایندی دراز مدت و پیچیده بوده است. به‌طور قطع 
می‌توان بر یک مورد خاص ویک لحظة معین تاریخ, انگشت گذاشت و چنین گفت: آن طوری‌که امروزه 
دریافته‌انده این مفهوم دراین زمان, برای بارنخست. به‌شکل روشن و قاطع تعریف شده و آزاین زمان 
به‌بعد «وجود دارد».- اماء تا آن موقع. این مهوم. مراحل مقدماتی جندی را پشت‌سرگذاشته بوده. و 
حالات ویژه ومهم آن شناخته شده» و صورتهای گوناگونی ا زآن بررسی واحیاناً به دورانداخته شده بوده 
است. و. . .؛وغالباً دشواروگاهی غیرممکن است به‌درستی تعیین کرد که کدام ریاضیدان سهم قاطعی 
در پیشبرد آن داشته و باید به‌عنوان بنیانگذار این مفهوم بشما رآید. 

با این مقدمات؛ می‌توان گفت که دستگاه مفاهیم توبولوژی نقطه - محموعه. از زمان انتشار«مبانی 
نظر یه محموعه‌ها »ی فلیکس هاوسدورف" (لایتسیک» ۴ «وحود دارد». در فصل هنتم 
کتاب فوق, «مجموعه‌های نقاط درفضاهای کلی» بنیادیتر ین مفاهیم توپولوژی نقطه - مجموعه. تعریف 
شده‌اند. پیش ازاو موریس فرشه درمقاله‌ای تحت عنوان «نکاتی از حساب تابعی»" .که در مجلد ۲۲ 
مجلة ایتالایی (گزارش محفل ریاضی پالرمو )"» منتشر نموده» با واردکردن مفهوم فضاهای متری و نیز 
سعی دربه‌دست دادن تعریف فضاهای توبولوژیک (با بیان مفهوم همگرایی به روش اصل موضوعی)؛ 
به‌این نکته نزدیک شده بوده است. فرشه, نخست به فضاهای تابعی توحه داشته» و شاید بتوان او را 
بنیانگذار شاخة آنالیز تابعی در توپولوژي نقطه - مجموعه به حساب آورد. 

اماء ریشه‌های این موضوع. بدون شک عمیقتر از اینهاست. توپولوژی نقطه - مجموعه نین مانند 
بسیاری از شاخه‌های دیگر ریاضیات. بتدریج از تغییرات انقلابی منهوم هندسه در طول فرن نوزدهم 
سر برآورد. درابتدای این قرن» دیدگاه حاکم همان دیدگاه کلاسیک بود که بر مبنای آن هندسه به‌صورت 
نظر ية فضای فیزیکی پیرامون ما مطرح می‌شد و اصول موضوعة آن به‌عنوان واقعیتهای اولية بنفسه 
بدیهی نگریسته می‌شدند. درپایان قرن» ریاضیدانان خود را ازتنگنای این برداشت رهایی بشید ندا و 
به خوبی روشن شد که ازاین پس, هندسه باید درپی هدفهای بسیاروسیعتری باشد. و (مانند بویوتی ٠‏ 
لباجفسکی" ۰ ریمان" , پوانکاره" » و غیره - من در موقعیتی نیستم که بخواهم جریان این تکامل را در 
اینجا ترسیم کنم ۰..) هندسه‌دانان باید به فضاهای مجرد. از قببل خمینه‌های 7 بعدی "» فضاهای 
تصویری, رویه‌های ریمان, فضاهای تابعی و غیره» بپردازند. اماء اکنون لازم است که سهم برجستة یکی 
دیگر از ابداعات قرن نوزدهم در پیدایش توپولوژی نقطه - مجموعه. یعنی کار کانتور را به فهرست این 


1. Grundzüge der Mengenlehre 2. Felix Hausdorff 3. Maurice Fréchet 
4. Sur quelques points du calcul fonctionnel 5. Rend. Circ. Mat. Palermo 
6. Bolyai 7. Lobachevski 8. Riemann 9. Poincaré 


10. n - dimensional manifolds 


۶ مندمه 


نمونه‌های غنی و متنوع بیفزاییم» مساهمتی که درکاربا فضاهای مجرد کاملاً حای خود را با زکرده و از 
اهمیت E‏ است. e‏ را با این مضمون به کانتوراهدا می‌کند: «تقدیم به خالق 

۲ rs e e 
بنابراین» آشکارا دیده می شود که بدون ورود مجموعه‌های محرد به دنبای ریاضیات‎ (en. به‌گونه‌ای که‎ 
ای ان و . مفهوم فضای توپولوژیک را هیچ‌گاه نمی‌توانستیم با این کلیت‎ 
دریابیم. امه خیلی پیش از ز آنکه کانتور نظرية مجموعه‌های ترامتناهی! خود را عرضه کند. در تکوین‎ 
نقطه - مجموعه اه كاملا متقاوت را موده بوده که مابلم راجع به‌آن نکاتی را بیفایم.‎ 

در ۱۸۷۰»کانتورنشان داده بودکه اگردوسری فوریه ", نقطه به نقطه. به یک تابع حدی همگر باشند, 
ضرایب فورية آنها یکی خواهد بود. در ۰۱۸۷۱ وی این قضیه را بهبود بخشید. بدین ترتیب که ثابت کرد 
که وقتی همگرایی و برابری حدود. در هم نقاط جز در یک مجموعة متناهی استثنایی [۲7 ,0] C‏ ۸ 
برقرار باشد. بازهم برابری ضرایب فوریه صادق است. در مقاله‌ای به‌سال ۱۸۷۲.کانتوربه مسألة تعیین 
می عاهای اسان ایی ک این کی زج بای اھا بای ا رف انیت 
پرداخت 

البته. یک زیرمجموعة نامتناهی از ۲٣]‏ ,ه]. باید دستکم یک نقطة انباشتگی ' داشته باشد: دراین 


4 لو وو لم 
27 0 


3 

CP ٠ 
شکل» یک نمونة به‌اصطلاح خیلی «طبیعی» از یک زیرمجموعة نامتناهی از [۲7 ,0] دیده می‌شود.‎ 
یک مجموعة «دوراز ذهن‌تر»» می‌تواند جنان مجموعه‌ای باشد که نقاط انباشتگی‌اش خود یک نثقطة‎ 


آنباشعکن داه باستز: 


سپ بببو سس 
27 0 


ِِ 1 1 1 
CP CP 


CP CP 
نقطة انباشتگی نقاط انباشتگی‎ 
ای ای ا ری ا ای ا‎ 
ات‎ 
۸۳۶۱ : = f: € ]0, یک نقطة انباشتگی ”4 است|[۲۶‎ #1 


1. Georg Cantor 2. transfinite set 3. Fourier series 4. cluster point 


تعریف شود و هرگاه این دنباله پس از چند جمله قطع شود یعنی سرانجام بهازای عدد طبیعی مناسبی 
چون ۸» تساوی 2 = 4 برقرار باشد. آنگاه وینگی یکتایی برای چنین مجموعة استثنایی 4 برقرار 
است. به‌ویژه» اگر ‏ تابع غیر ثابتی باشد که در خارج چنین مجموعه‌ای صفر شود نمی‌توان آن را با 
سری فوریه نمایش داد. این نتیجه به‌ماکمک می‌کند تا به رفتارشگفت‌انگیز سری فوریه. ونشأت گرفتن 
انگیزة کانتوں از آنالیز کلاسیک و بالماً ل از فیزیک در ابداع نظر ية مجموعه‌هاء پی بریم. اما به برکت 
این دریافت. کانتور به کشف نوع جدیدی از زیرمجموعه‌های 18 > 4 راه یافت. که می‌توان آن را به 
کلی مرموز تلقی کرد خصوصاً هنگامی‌که مدت زیادی طول می‌کشد تا دنبالة ۵ ۵ ۰۰.۰۸ قطع 
شود. ازاين پس, زیرمجموعه‌های 8[ مانند موجوداتی که باید به خودی خود موضوع مطالعه قرارگیرند. 
پا به عرصة وجود می‌نهند. از آن مهمتر این‌که» این مجموعه‌ها باید. به‌بیان امروزی, از دیدگاه توپولوژی 
بررسی شوند.کانتور دراین مسیر به‌کارهایش ادامه داد وپس ازمدتی؛ هتگامی‌که مجموعه‌های نقاط 8 
و "18 را هشکل کلی مطالعه می‌کرد. دیدگاه توپولوژي نقطه - مجموعه را وارد کرد که اکنون هاوسدورف 
می‌توانست بنای خود را بر پاية آن بسازد. 
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من نمی خواهم این احساس را به‌وجود آورم که کانتور فرشه و هاوسدورف, تنها ریاضیدانانی بودند 
که درگسترش و روشن کردن مفاهیم بنیادی توپولوژي نقطه - مجموعه» سهیم بوده‌اند. بحث مفصلتر 
و شرح جزئبات بیشتر در این موضوع. بیرون از ظرفیت این کتاب است. من تنها می‌خواستم یکی دو 
چشمة ساده ولی روشن از آغاز پیدایش نظرية مورد بحث این کتاب راء به‌گونه‌ای سطحی و بهاختصار 
ذکرکرده باشم. 


۱. مفهوم نضای توپولوزیک 
تعریف. هرفضای توپولوژیک" عبارت‌است‌ازیک زوج (X,O)‏ متشکل ازیک مجموعةً ویک 


1. topological space 


۷۰ مناهیم بنیادی 


مجموعة 0 از زیرمجموعه‌های × (بهنام «مجموعه‌های باز») ۱ به‌گونه‌ای که اصول موضوع ز بر برقرارند: 
اصل ۱. هر اجتماعی از مجموعه‌های باز مجموعه‌ای است باز. 
اصل ۲. اشتراک هر دو مجموعة باز مجموعه‌ای است باز. 
اصل ۳. محموعه‌های 2 و × بازند. 


در تعریف فوق, 0 توپولوژي" فضای توپولوژیک (0 ,×) نیز نامیده می‌شود. معمولا در 
قرارداد فوق, نماد توپولوژی را حذف نموده و فقط از یک فضای توپولوژیک 2 سخن به‌میان 


می‌آورند. همان کاری را که از اين پس ما خواهیم کرد. 


تعریف. فرض کنیم × یک فضای توپولوژیک باشد. 

۱) زیرمجموعة × ۲ ۸ را بسته" می‌گوییم هرگاه 2۱۸4 باز باشد. 

۲ زیرمجموعة × > ا را یک همسایگی " نقطة × > نه می‌گوییم. هرگاه یک مجموعة باز 
7 موجود باشد به‌گونه‌ای که € € ۷ € . 
بیرونی * مجموعة 8 می‌نامیم هرگاه. به‌ترتیب 8 یا 26۱3 یک همسایگی نقطة ته باشند؛ و آن‌را 
نقطة مرزي ۲ مجموعة 8 می‌خوانيم هرگاه نه 8 و نه 20۱ هیچ‌کدام یک همسایگی 2 نباشند. 


این مفاهیم مفاهیم اساسی توپولوژی نقطه - مجموعه هستند. خواننده‌ای که برای نخستین‌بار با 

آنها برخورد می‌کند. باید برای آشنایی و تسلط برآنهاء اندکی تمرین کند. یک‌بارکه در توبینگن ۱ هنوز 
دانشجو بودم» یکی ازکسانی بودم که بایستی اوراق دانشجویان را تصحیح می‌کردم وبه‌آنها نمره می‌دادم. 
مسائل مربوط به‌تمرینهایی بودند که پس‌از درس استاد راجع به‌همین مفاهیم بنیادی» بی‌درنگ 
به‌دانشجویان وا گذارشده بود. در خود درس, ثابت شده بودکه یک مجموعه بازاست اگره وتنها اگ همة 
نقاط آن درونی باشند. یکی از تمرینها چیزی بدین مضمون بود: نشان دهید که مجموعة نقاط درونی 
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اورا نپذیرفته‌ایم. استدلال او چنین بود: «مجموعة نقاط درونی» فقط شامل نقاط درونی است (یک 
open sets 2. topology 3. closed 4. neighborhood‏ .1 


5. interior point 6. exterior point 7T. boundary point 8. interior 


9. closure 10. Tübingen 


مفهوم فضای نوپولوژیک ۱۱ 


تکرار معلوم بی چون و چرا)؛ بنابراین» مسأله بدیهی است». یکی دو مصخح دیگر هم حضور داشتند. 
همه با حرارت تما سعی کردیم این دانشجو را قانع کنیم که, وقتی از نقاط درونی صحبت می‌کنید, باید 
تصریح کنید که آنها نقاط درونی کدام مجموعه‌اند: اما فایده نداشت. وقتی دریاف ت که ما چه می خواهیم 
بگوییم. درحالی‌که به آرامی می‌گفت که ما مته به خشخاش گذارده‌ايم. دست از سر ما برداشت. چه 
جوابی داشتیم به آو بدهیم؟ 

بنابراین. چنانچه در میان خوانندگان کتابم» افرادی هستند که در این رشته کاملا تازه واردند. به آنها 
توصیه می‌کنم هم اکنون تحقیق کنند که: درون یک مجموعة 8 اجتماع همة مجموعه‌های بازی است 
کیو و هه یار اش که تین عه ان کال ۶ مداخ عدای کن 
برای یک بعد از ظهر آرام. بگذارید ملاحظات زیر را نیز بیفزایم. 

هر یک از سه مفهومی که با استفاده از مجموعه‌های باز تعر یف کردیم» یعنی «مجموعه‌های بسته» 
«همسایگیها» و «بستار» می‌تواند باز بودن یک مجموعه را مشخ ص ‌کند. درواقع یک مجموعة × BC‏ 
بازاست اگر وتنهااگر 26۱ بسته باشد ویااگر وتنهااگ 8 همسایگی هریک ازنقاط خود باشد. و 
یا اگر و تنها اگر. 6۱ برابر با بستار خودش باشد. بنابراین» دستگاه اصول موضوعة معرّف یک فضای 
تویولوژیک. باید بر حسب هریک از مفاهیم فوق نیز قابل بیان باشد. مثلا 


تعر یف دیگری از فضاهای توپولوژیک ( اصول مجموعه‌های بسته). یک فضای توپولوژیک 
عبارت است ازیک زوج  (‏ ,×) متشکل ازیک مجموعة × ویک مجموعة # از زیر مجموعه‌های 
× (بهنام «مجموعه‌های بسته») به‌گونه‌ای که اصول زیر برقرارند: 

۱ هر اشتراک محموعه‌های سته. محموعه‌ای است بسته. 

۲ . جتماع هر دو مجموعة بسته» مجموعه‌ای است بسته. 


این تعریف جدید با تعریف پیشین هم ارز است. زیرا (0 ,26) یک فضای توپولوژیک به معنی 
تعریف پیشین است. اگر و تنها اگ  (‏ ,×) یک فضای توپولوژیک به معنی تعریف جدید باشد. 
بهشرط آنکه قرار دهیم (0 € 2۱۲/|۲) = #. چنانچه تعریف دوم را نخست مطرح می‌کردیم» 
بسته‌بودن به عنوان مفهوم اولیه مطرح می‌شد و با زبودن ازاین تعریف که 2۲۱۲7 بازاست اگرو فقط اگر 
× > 7 بسته باشد. نتیجه می‌شد. اماء تعریف مفاهیم (۲) تا (۵)» تغییر نمی‌کرد و دستگاه مفاهیمی 
که در پی آن می‌آمد. همان می‌شد که در آغاز آورده بودیم. چنین متداول شده است که توپولوژی را با 


مجموعه‌های باز آغاز می‌کنند. اما مفهوم همسایگی محسوستر به‌نظر می‌رسد و بر همین مبنا بود که 


۱۳ مفاهیم بنیادی 


هاوسدورف این مفاهیم را در آغاز تعریف کرده بود. 


تعریفی دیگر( اصول همسایگی). یک فضای توپولوژیک عبارت است از یک زوج (2,×) 
متشکل ازیک مجموعة 2 ویک خانوادة برجم (:90] = 9 که مجموعه‌های ,90 زیرمجموعه‌های 
× (به‌نام «همسایگیهای :») هستند به‌گونه‌ای که: 

۱. هر همسایگی 2 شامل 2 است. و × همسایگی هر یک از نقاط خودش است. 

۲اری ۷ شامل یک همسایگی نقطة 2 باشد. خود ۷ یک همسایگی :ه است. 

۳ اشتراک هر دو همسایگی نقطة 2 یک همسایگی نقطة 2 است. 

۳ هایگ قط # شام نک عسایگی تفط کات که رکا هناگی هزیک اونتاط 


خودش نیز هست. 


دیده می‌شود که بیان توپولوژی برحسب این اصول, اندکی پیچیده‌تر از بیان آن توشط مجموعه‌های 
أن اصول بستار نام دارد: 


تعریفی دیگر ( اصلهای موضوع بستارکوراتوفسکی' ). یک فضای توپولوژیک عبارت است از 
زوجی مانند ( 7 ,26) متشکل ازیک مجموعة × ویک نگاشت (×)8 - (×)8 : " ازمجموعة 
همةّ زیر مجموعه‌های 6 به خودش, به‌گونه‌ای که: 

d= ۱ 

A CA 4 26 برای هر‎ ۲ 


۳ برای هر × > ۸. ۸= ۸ 
۴ برای هر 2 € 4 وهر AUB = ۸۱: 8 € X‏ 


بیان معنی دقیق هم‌ارزی این تعاریف» و سپس اثبات این هم‌ارزی» همان‌طور که گفتیم به‌ عنوان 
تمرین, به خوانندۀ تازه وارد در توپولوژی وا گدار می‌شود. ما به تعریف اول, تکیه خواهیم کرد. 


۳ فضاهای متری 
جنان‌که می‌دانیم» در توپولوژی معمولی؛ یک زيرمجموعة RF”‏ ر پاز می‌نامیم هرگاه هر نقطةً آن مرکز 


1. Kuratowski closure axioms 


فضاهای متری ۱۳ 


تون مشمول همان مجموعه باشد. این تعریف را می‌توان نیم به‌گونه‌ای طبیعی 2 میم دشیم هرگاه به‌حای 
8۳ یک مجموعة × که در آن منهوم فاصله! تعریف شده باشد قرار دهیم. به‌ویژه, چنین فضایی» 
همیشه یک فضای توپولوژیک پدید می‌آورد. تعریف زیر را بادآوری کنیم: 


تعر یف (فضای متری). یک فضای متری" عبارت است ازیک زوج (0 ,×) ملاتشکل ازیک 
مجموع × ویک تابع حقیقی 18 ¬ × × × : 0 (بهنام «متریک»" ) به‌گونه‌ای که: 

۱ برای هر 2 > 2 وھر 2 > .۵ < (ل۷ا,0)2؛ وه = ( ,نه)0. اگر و تنها اگر و = ن. 

۲ برای هر × € و هر × € لا (± d)y,‏ = (ا ,4)2. 

۳( (نابرابری مثلتی؟ ). برای هر 2 € 2 ,ل ,3 


4), 2( < d(z,y) + dy, 2). 


تعر یف (توپولوژی یک فضای متری). فرض کنیم (4 ,×) یک فضای متری باشد. یک زیر 
مجموعة × ۲ ۷ را بازگوییم هرگاه به‌ازای هر نقطة 26 € « عددی مانند ه < ٤‏ وجود داشته باشد 
بەگونه‌ای که گوی" به مرکز :4 و شعاع > یعنی 


1, )2( :< {y > 2۲۱0)2, 9( > e} 


نیز مشمول ۷ باشد. مجموعة (0)4 متشکل از همةّ مجموعه‌های باز × را توپولوژی فضای متری 


بنابراین ((0)0) ,26) واقعا یک فضای توپولوژیک است: بار دیگر برای خوانندة مبتدی فرضی ما 
این فرصت مغتنم پیش آمده است. که به تمرین بپردا زد. اما دراین مورد. حتی خوانندة با تجربه‌تر هم 
شاید به پشتی صندلی خود تکیه دهد و چند ثانیه‌ای متفکرانه به نقطه‌ای مبهم خیره شود که به راستی 
نقش نابرابری مثلثی دراین میان چیست؟ 
خوب» چه می‌گویید؟ باشد. فرض کنید بیذیریم که هیچ نقشی نداشته باشد. اما؛ به محض آنکه 
بخواهیم بااین فضاهای توپولوژ یک ((0) 2 ,× ) کارکنيم. فیدة آن آشکار می‌شود. مثلاً نابرابری مثلثی 
اجازه می‌دهد تا مشابه این نتیجة آشنا را در نضای "18 به‌دست آوریم. که می‌گوید:به‌ازای هر نقطة 1 
که > > (ل ,1)2 یک گوی کوچک به شعاع 6 شامل ل وجود دارد. که کاملا مشمول گوی به مرکز :2 و 
distance 2. metric space 3. metric 4. triangle inequality‏ .1 
ball‏ .5 


۴ مناهیم بنیادی 


بنابراین, یک «گوی باز»" }× > ( ,#)۵|ل) واقعاً بازاست. وا زآنجا معلوم می‌شود که یک ز برمجموعة 
€ 0 انیم اسا اکرو هاا امل کر سر گرم باکت 

در برخی شرایط. ممکن است متریکهایی بس متفاوت» توپولوژی واحدی را القاکنند. اگر 4 و ' 
متریکهایی بر مجموعة 2 باشند واگر هرگوی باز حول :# در متریک 4 شامل یک گوی باز حول ٭ 
در متریک ‏ باشد» بی‌درنگ می‌بینیم که هر مجموعة باز در 1» یک مجموعة باز در 4 است» یعنی 
('0)4 ۲ (0)4. بعلارہ اگر عکس این مطلب نیز درست باشد. هر دو توپولوژی یکی هستند. یعنی 
()0 = (0)4. یک مثال» حالتی است که ' = 26و 


dz, y) i= f(t — J) + (zr — Yr)" 


yl, 2۲ — yr} :‏ — بت مه =: ( را ,)01 


دراینجاء یک ترفند ساده» اما آموزنده ھک ا ا س راغا و ا قرارگیرد. ترفندی 
که مانند یک طلسم واقعی» در مقابل برخی از فرضیات غلط که ممکن است در ارتباط دو جانبه بین 
متریک و توپولوژی مطرح شود. عمل می‌کند: اگر (0 ,×) یک فضای منری) باشد» فضای ( ' ,)نیز 
که با ضابطة 


1. open ball 


زیرفضاهاء احتماعهای حدا از هم و حاصلضر بها ۱۵ 


dur, y)‏ ان 
((۷ ,)0 + ۱) 2 

تعریف می‌ شود یک فضای متری خواهد بود؛ وبه علاوه بی درنگ ثابت می‌شود که ( )0 = (0)4! 

اما ا زآنجاکه همۀ فاصله‌ها در متریک 4 کمتراز ۱ هستند. ازآنجا نتیجه می‌شود که به‌ویده اگر تصادفاً 


متریکی کراندار باشد. این کراندار بودن به هیچ وجه نمی‌تواند یک ویوگی ناشی از توپولوژی آن باشد. 


تعر یف (فضاهای متریکپذیر). یک فضای توپولوژیک (0 ,2) را متر یکپذیرگویند هرگاه یک 
تک وجود داشته باشد به‌گونه‌ای که © = (0)4. 


چگونه می‌توان تعیین کرد که یک فضای توپولوژیک متریکپذیر هست یا نیست؟ پاسح این پرسش» 
با «قضایای متری‌سازی»» که قضایایی در مبحث توپولوژی نقطه - مجموعه هستند. داده می‌شود. آیا 
می‌توان گفت که همة فضاهای توپولوزیک, جز تعداد اندکی ازآنهاء متر یکپذیرند؟ یا بعکس» متر یکپذیری» 
کاو ا ناس و ا ا ی ارل را 
بدین معنی که فضاهای متریکپدیر فراوانی وجود دارند. دراین کتاب, به قضایای متری‌سازی نخواهیم 
پرداخت. اما با مطالب فصلهای ۱ و ۶ و ۸ اين کتاب. خواننده برای پیگیری بیشتر این :ماله کاملا 


آماده خواهد ستل 


۳ زیرفضاهاء اجتماعهای جدا ازهم و حاصلضربها 


جه بسا به فضاهای تو پولوژ یک حدیدی بر می‌خوریم که از فضاهای قدیمی ساخته شده‌اند. ما دراینجاء 
سه نمونه از ساده‌ترین و مهمترین این ساختمانها را مطرح می‌کنيم. 
تعریف (زیرفضا). اکر ( 0 یک فضای توپولوژیک و 6 > ,6 یک زیر مجموعة 1 باشد, 
تویولوژی 0|۸ روی م21 راکه با ضابطة 
{UN X.|U € O}‏ <: م6 
تعریف می‌شود توپولوژی القابی ' پا توپولوژی زیر فضایی می‌نامند وفضای توپولوژیک ( ,× |0 ,×) 


را یک زیرفضای" (0 ,×) می‌خوانند. 


در ذیل» جملة کوتاهتر «باز در م2» را به‌جای جملة طولانی «باز نسبت به توپولوژی 26 به‌کار 


1. induced topology 2. subspace 


۴۶ مناهیم بنیادی 


می‌بر یم؛ وبنابراین یک زیرمجموعة ,× € 8 درم را بازگوییم اگر و تنھا اگر اشتراک ,× با یک 
محموعة باز در × باشد: 


Xo 
سم‎ 


بنابراین؛ جنین مجموعه‌هایی را نباید با مجموعه‌های «بازو در م2» اشتباه کرد زیرا مجموعه‌های باز در 
ہک الزامی ندارند که به‌طور مطلق, یعنی در توپولوژی 6 باز باشند. 


تعریف ( اجتماع جدا ازهم مجموعه‌ها). اگر × و ۷ دو مجموعه باشند. اجتماع جدا از هم" يا 
حاصلجمع " آنها به کمک یک ترفند صوری» مثلا به شکل زیر تعریف می‌شود: 
i= X x {o} UY x {3}‏ ۲+ ۶ 
-اماء پی‌درنگ کار با × و ۲ را بە‌صورت زیرمجموعه‌هایی از ۷ + ۰26 طبق روال معمول آغاز 


و 


ازجنبة شهودی, این عمل جیزی جزپهلوی هم قراردادن یک نسخه از × ویک نسخه از نیست» 
وواضح است که نمی‌توان آن‌را به شکل ۲ لا 16 نوشت, زیرا اصلاً هیچ معلوم نیست که × و ۲ جدا 
از هم بوده باشند. مثلاً چنانچه ۲ = 6 خواهیم داشت × = × لا × که فقط یک نسخه از × 


انیت 


X+Y X +X 


1. disjoint union 2. sum 


۳.منظو ر آن‌است که به × € ± عضو( ,«) از + 2.وبه ۷ € ي عضو (۱ ,) از + 2 راوابسته می‌کنيم. - م. 


زیرفضاها, اجتماعهای جدا از هم و حاصلضربها ۰ ۱۷ 
تعریف ( اجتماع جداازهم فضاهای توپولوژیک). اگر(0 ,×) و(0 ,۲) فضاهای توپولوژیک 
باشند. روی حاصلجمع ۲ + ۸ توپولوژی جدید 
{U +V|U ۰0,۷ € O}‏ 


را درنظر می‌گیریم و مجموعة ۷ + 6 با این توپولوژی را اجتماع جدااز هم توپولوژیک ' فضاهای × 
٤ ۲ ِ‏ 


تعر یف (توپولوژی حاصلضربی). فرض کنیم × و ۷ فضاهایی توپولوژیک باشند. یک 
زیرمجموعة ۲ × × € ۷ را در ویولوژی حاصلضر بی باز" گوییم هرگاه به‌ازای هر 177 € (۷,) 
یک همسایگی * در ۸ مانند 7 ویک همسایگی 4 در ۷ مانند ۷ وجود داشته باشند» به‌قسمی که 
۷ × 7. مجموعة ۲ × ٭ مجهزبه توپولوژی فوق راء حاصلضرب (دکارتی) فضاهای × و 
۲ می‌نامیم. 


۲ + کر 


ستطیل| ||| داد می‌شود. وت جایی که با موارد خیلی بیجیده سروکار نداشته باشیم» این 
تصوی کا ما اسک ارعان کا 


UxVCXx<Y 


را که در آن × > ل و۲ > ۷ مجموعه‌های بازند. مستطیلهای باز" می‌نامیم. روشن است که 
مستطیلهای بان درتوپولوژی حاصلضربی بازند. اماء مجموعه‌های بان تنها منحصر به آنها نمی‌شوند: 
این مجموعه‌ها به خودی خود یک توپولوزی نمی‌سازند. زرا اجتماع دو مستطیل در حالت کلی یک 


1. topological disjoint union 
.حاصلجمع تویولوژیک 59 اهمها نیز نامیده می‌شود. - م.‎ ۲ 


3. open in the product topology 4. open boxes 


این ملاحظة پیش پاافتاده, از آنجا به ذهن من خطورکرده است که بارها شاهد ابراز عقيدة گمراه‌کننده و 
مخالف آن بوده‌ام» که گویا جاذبة غریبی دارد. بله. فعلاً که چنین است. 


۴ پایه‌ها وزیرپایه‌ها 
تعر یف (پایه). فرض کنیم × یک فضای تویولوژیک باشد. یک مجموعة 8 از مجموعه‌های با را 
یک پایه" برای توپولوژی فضا می‌نامیم هرگاه هر مجموعة باز اجتماعی از مجموعه‌های عضو 93 باشد. 


به‌عنوان مثال» مستطیلهای باز یک پایه برای تویولوژی حاصلضربی تشعیل می‌دهند. وگویهای 
باز "18 یک پایه برای توپولوژی معمولی *3۳. اما به خاطر بسپارید که مجموعة گویهایی با شعاع گویا و 
مختصات مرکز گویا ( که محموعه‌ای شماراست!) نیز یک بایه برای تویولوژی ”® است. 


تعریف (زیرپایه). فرض کنیم ۲ یک فضای توپولوژیک باشد. یک مجموعة 6 از مجموعه‌های 
باز را یک زیرپایه" برای توپولوژی فضا می‌نامیم هرگاه هر مجموعة بان اجتماعی ازاشترا کهای متناهی 


البته. واژة «متناهی» دراینجا بدان معنی نیس ت که اشتراک موردنظر باید محموعه‌ای متناهی باشد. 
بلکه منظور اشتراک تعدادتناهی از محموعه‌هاست. دراینجا اشتراک صفر تا محموعه (یعنی اشتراک 
خانواده‌ای تهی از مجموعه‌ها) " نیز منظور شده است. که با یک قرارداد معقول, برابر با کل فضا تعریف 


می‌شود (زیراء بدین طریق» دستورهای 


بر ۲ 5 مک ۳۳ 0 دک ۱ 


معتبر می‌مانند)؛ به‌شیوة مشابه. اجتماع یک خانوادة تھی از مجموعه‌ها نین به‌نحوی مناسب برابر با 
مجموعۂ تھی تعریف می‌شود. 


1. basis 2. subbasis 


با این قراردادهاء می‌بینیم که اگر × مجموعه‌ای دلخواه و 6 مجموعة دلخواهی از اجزای × 
باشد. دقیقاً یک و تنها یک توپولوژی روی × مانند (0)6 هست. که 6 یک زير پایه برای (60)6 
(نوپولوژی «پدیدآمده" » به‌وسیلة 6) است. این (0)6) دقبقاً متشکل ازاجتماعهای اشترا کهای متناهی 
محموعه‌های عضو 6 است. 

بنابراین یک توپولوژی را می‌توان با مشخص‌کردن یک زیرپایه تعریف کرد. اما ببینیم به چه دلیل 
می خواهند چنین کنند؟ خوب» علت آن است که غالباً می‌خواهند یک توپولوژی بسازند که در شرایط 
معینی صدق‌کند. یکی ازاین شرایط, معمولا به ریزبافتی" توپولوژی برمی‌گردد. اگر0 و توپولوژیهاتی 
OE O a‏ کی رک راز اس و کشت ای ار الب 
به‌دلایلی» درپی یافتن توپولوژیبی هستیم که تا جایی که ممکن است ریز بافت‌تر يا درشت بافت‌تر 
باشد. تاا یک توپولوژی روی 2۲ وجود دارد که از همه درشت بافت‌تر است. که اصطلاحا توپولوژی 
بیمایه" نامیده می‌شود و تنها شامل مجموعه‌های 25 و 2 است. هم چنین» یک توپولوژی روی ۶ 
وجود دارد که از همه ریز بافت‌تر است و در آن‌همة زیرمجموعه‌های × بازند. و توپولوژی گسسته" 
نامیده می‌شود. اما این کافی نیست. زیرا می خواهیم شرایط دیگری نیز برای توپولوژی قائل شویم. در 
مواردی خاص, توپولوژی مطلوب باید از سویی تا آنجا که ممکن است درشت بافت باشد. و از سوی 
دیگر دست‌کم شامل مجموعه‌های عضو 6 باشد. هميشه چنین توپولوژیبی وجود دارد. و آن‌هم دقیقً 
(0)6ی ماست. 


۵. نگاشتهای پیوسته 
تعریف (نگاشتهای پیوسته) . فرض کنیم × و ۲ فضاهای تویولوژیک باشند. یک نگاشت 
A‏ را پیوسته" می‌نا میم هرگاه نگارة وارون " مجموعه‌های باز در آن همواره باز باشند. 


اددا ھر تاش یی ره کر سره و ت ن کی ای 
f : × + +‏ و7 دک ۲ : و پیوسته باشند نگاشت 2 + × : 90 نیز پیوسته خواهد بود. 

با تعریف اخیر مهمترین مطلبی را که می‌خواستیم گفتیم. اگر این مفهوم برای شما تازگی دارد. 
توصیه می‌کنم دو تمرین زیر راء که فایدۀ عملی دارند انجام دهید. نخستین تمرین این‌است که تلاش 
کنید نگاشتهای پیوسته را به کمک تعریفهای دیگر فضاهای توپولوژیک, که دربخش ۱ آوردیم» مشخص 
کنید. یعنی» نشان دهید که یک نکاشت ۲ م × : ی نگارة وارون هر 
مجموعة بسته د رآن, یک مجموعة بسته باشد؛ همچنین» اگرو تنها اگ نگارة وارون هر همسایگی در آن: 


1. 2. fineness 3. coarser 4. trivial 5. discrete 


6. continuous 7. inverse image 


۶ مناهیم بنیادی 


یک همسایگی باشد (دقیقتربگوييم. اگر € یک همسایگی (:) ] باشد. (07) 7 هم یک همسایگی 
باشد)؛ ویاء اگر و تنھا اگر, برای هر زیرمجموعة × > 19 حکم (8) ۶۳ ۲ (۱)19- برقرار باشد. 
بعلاوه, چنانچه پیوستگی را برحسب همسایگیها مشخص کنیم. در حالت خاص فضاهای متری» سخن 
به‌تعر یف قدیمی «به‌ازای هر ٥‏ < > یک 0 < 8بی هست که ... » کشیده می‌شود. 

دۆمین تمریتی که سفارش می‌کنم. تمرین دربارة زیرفضاها, اجتماعهای جدا از هم و 
حاصلضر بهاست. که متضمن اثبات سه نکتة زیر است: 


ASS‏ ره Aa‏ بنک و یفص سا ید آن کاا خی 
۲ ج م : مال نیز پیوسته است 

ٹک نگاشت 2 + ۲ + کر : ر پیوسته است» اگر و نتهااگر کا و ۲ هر دو س 
پاش 

تکهه ۲:. تحاشت مر هت رال سوشته E‏ کرو تنها گر تکاشتتای 
× +¬ 2 : ولج 2 : بر هر دوپیوسته باشند. 


ضمناً این را هم بگوییم که ویژگیهای مذکور در نکته‌های ۲ و٣‏ توپولوژی اجتماع مستقیم, وتوپولوژی 


تعریف (همسانریختی). یک نگاشت دوسویی (پوشا و یک‌بهیک) ۷  :  -+‏ را یک 
همسانر بختی گویند هرگاه نگاشتهای ۶ و ۱ ۴ هر دوپیوسته باشند. بعنی وقتی‌که × > © باز باشد, 
اگروتتهااگر ۷ > ()/ باز باشد. 


فرض کنید یک ویژگی توپولوژیک (یعنی یک ویژگی قابل بیان برحسب مجموعه‌های باز ) روی × 
یا روی یک زیرمجموعة 2 ۲ 4 برقرار باشد. دراین‌صورت. اگر ‏ ویژگی همسانریختی داشته باشد. 
عین همین ویژگی را باید یا زیرمجموعة متناظر با آن, یعنی (4) . نیز دارا باشد. چند نمونه: 

× € 4 بسته است ج ۲ ے (4)/ بسته است؛ 

× € 7] یک ھسایگی #است چک ۲ > (0) ۶ یک همسایگی (٭)/ است؛ 98 یک بایه 
برای توپولوژی فضای × است جک (8 € 8(|8)] یک پایه برای توپولوژی فضای ۷ است؛ 
وقس‌علیهدا. بنابراین» نقش همسانریختی در توپولوژی» همانند نقش یکریختیهای خطی" در جبر 


1. homeomorphism 2. linear isomorphisins 


همبندی ۲۱ 


خطی, ویا نقش نگاشتهای دوسوتمامریخت" در نظرية توابع تحلیلی مختلط. ویا نقش یکریختیهای 
گروهی" در نظرية گروههاء و یا نقش طولایبها" در هندسة ریمانی است. به‌این دلیل, نمادگذاری 
۷ک × : ۶ را برای همسانر یختی نیز به‌کار می‌بریم» و همچنین, نماد ۷ 22 2 را برای دو فضای 
همسانریخت" (یعنی دوفضایی که یک همسانریختی ازیکی به دیگری موجود باشد) به‌کار می‌بریم. 

تاکنون, تعداد بسیاراندکی از ویژگیهای فضاهای توپولوزیک را نام بره‌ايم. از میان ویزگیهای فراوان 
موجود. در این فصل که به-«مفاهیم بنیادی» اختصاص دارد. سه‌ویژگی را که اهمیت بسزایی دارند. 
و از لحاظ خصوصیت خیلی با هم متفاوت‌اند» برگزیده‌ام. این سهویزگی عبارت‌اند از: همبندی* . 
هاوسدورفی " و فشردگی" ,که در باب آنهاء در سه بخش آینده گفتگو خواهیم کرد. 


۶ همبندی 

تعریف (همبندی). یک فضای توپولوژیک را همبند" خوانیم هرگاه اجتماع دو زیر فضای ناتهي 
باز و جدا از هم نباشد. به‌عبارت دیگر کل فضا و مجموعة تهی تنها زیرمجموعه‌هایی باشند که در آنِ 
واحد هم باز باشند و هم بسته. 


O 


فضای ناهمبند 

مثال. یک باز" (بازن نیم‌بان بسته) 18 > 7 همواره مجموعه‌ای است همبند. این مثال» هر چند 
ساده است. فايدة خاصی دارد. زیرا همبندی فضاهای پیچیده در بسیاری از موارد. نهایتاً نتیجه‌ای از 
همبندی بازه است. ازاین رو برهان همبندی بازه را به اختصار تکرار می‌کنيم: فرض کنید 8 ۸۱۱ = 1 
و 0 = 8 ۸4۸۲۱ و۸ و 7 مجموعه‌هایی بازو ناتهی در توپولوژی زیرفضای ® > 1 باشند. نقاط 
۸ > هو 3 > 9 را در نظر می‌گیریم (می‌توانيم فرض کنیم که 8 > 6). فرض می‌کنيم 5 برابر با 
in € 3» > 2(‏ باشد. بنابراین با توجه به تعریف طن هر همسایگی و شامل نقاطی از 8 
خواهد بود. اما هر همسایگی ٩‏ باید شامل نقاطی از 4 نیز باشد, زپاء اگر ه برابر» نباشد الزاماً 8 > ۾ 
a EA,‏ ای ار ار خی ای از فا ایک تفش 
است, زرا B8‏ لاه € 5 و4 و 8 هر دو مجموعه‌هایی بازند. همان چیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. 
biholomorphic maps 2. group isomorphisms 3. isometries‏ .1 


4. homeomorphic 5. connectedness 6. Hausdorffness 7. compactness 


8. connected 9. interval 


مثال. زیرفضای (۲,۳) لا [0,۱] = × در همبند نیست. زیراء می‌توان آن را به دو مجموعة 
بازناتهی [۱ ,0] = 4 و(۲,۳) = 8 تجزیه کرد. ( ایراد: روشن است که 8 ۸۱۱ = .و۸ و8 
جدا از هم‌اند. اما آیا «باز» هم هستند؟ مگر نه این‌است که 4 بالاخره یک بازة بسته است!! شاید واقعً 
دردآور باشد که یک بازة بسته را باز بنامیم. اماء بابه فراموش نکنید که ما داریم از توپولوژی × صحبت 
می‌کنیم و نه از توپولوژی 15! (e‏ 

مفهوم همبندی به چه درد می خورد؟ خوب» یکی آنکه, روشی خام برای تمیز فضاهای توپولوژیک 
از یکدیگر به‌دست می‌دهد: چنانچه یکی از دو فضا همبند باشد و دیگری نباشد. دراین‌صورت این 
دو فضا نمی‌توانند همسانریخت باشند. گذشته از آن. حکم زیر نیز درست است: اگر ۲ فضایی 
همبند. و ۲ یک مجموعه و ۷ +- × : یک نگاشت موضعا ثابت باشد (یعنی برای هر نقطة 
6 2۶ یک همسایگی مانند لا وجود داشته باشد به‌گونه‌ای که تحدید ‏ به یلا 104 ثابت 
باشد) آنگاه ۶ برتمام حوزه‌اش» ‏ ثابت است. زیراء اگر ل نقطه‌ای در نگارة ۶ باشد, مجموعه‌های 
(و = (2:|/)2) = 4و( < (2۱/)2) = 3 هردوبازند ودرنتیجه به‌دلیل همبندی 2۲ داریم 
4 = 26. همان چیزی که می خواستیم ثابت‌کنيم. معمولاء نتيجة فوق را در حالتی که (نه ,آری) = ۱۷ 
یا (نادرست ,درست) = ¥ به‌شکل زیربه‌کار می‌بریم: فرض کنیم × همبند و یک ویدگی باشد 
که نقاط ۸ می‌توانند داشته یا نداشته باشند, و فرض کنیم که می خواهیم ثابت‌کنیم همة نقاط × دارای 
وی هکو ن ره کا اج هة حکم زیر را ثابت کنیم: 

۱) دستکم یک نقطه با وینگی 7 وجود دارد؛ 

۲) اگر ته دارای وینگی 7 باشد. همة نقاط دریک همسایگی بس کوجک 2 نیزاین ویدگی را دارند؛ 

۳) کے دارای و کی 7 نباشد. همة نقاط دریک همسایگی بس کوجک ‏ نیزویژگی ۳ را ندارند. 

مفهوم قویتر زیر غالبا مورد نیاز است: 


تعر یف (همبند - راهی). فضای توپولوژیک ‏ را همبند - راه" گوییم هرگاه هر دونقطة × > ,» 


با یک راه" به هم مربوط شوند یعنی یک نگاشت پیوسته مانند × +- [0,۱] : :۵ موجود باشد 
به‌گونه‌ای که 6 = (0) و = (0)۱: 


1. path-connected 2. path 


همبندی ۴۲ 

بی‌درنگ دیده‌می‌شودکه یک فضای همبند - راه × یک فضای همبنداست:ا گر ۸4 و8 مجموعه‌های 
ناتهی بازو جدا ازهم باشند و8 ۸۱1 = ٭ آنگاه, ب‌علت همبندی [۱ ,0]؛ نمی‌توان راهی از ۸ € ۾ 
به 8 € ۵ پیداکرد (درغیراین‌صورت می‌بایست [۱ ,0] را به شکل (1)8 »ل (4)' ۲ = [۱ ,0] 


عین حال راه عبوری از یک نقطه به نقطة دیگر نداشته باشد. زیرفضای "8 با تعریف: 


o} U(o x ]-۱,۱[(‏ < 2|( 10 912 ,)] نمونه‌ای ازاین نوع فضاهاست: 


زیغا 


بیفراییم. ویزگیهای توپولوژیک» از قبیل همبندی» وقتی شناخت عمیقتری نسبت به آنها پیدا کنیم. 
حساسیت شدیدی در ما پدید می‌آورند: برخی مساعد و مفید جلوه می‌کنند زیرا بارها نشان داده‌اند 
که سگوته می توا ناسعد لا ھا وا اسان کی با ییازان انا استدلال زا یکن سارن مکی 
برعکس, بهدلیل کاملاً مخالف آن, ما را می‌ترسانند. تا اندازة زیادی درست است که بگوبیم. یک ویدگی 
که «خوب» به‌شما رآمده است» ممکن است اتفاقا مشکلی ایجاد کند. و بسیاری از ویگیها گاهی خوب 
هستند وگاهی خوب نیستند. اماء من می‌توانم به شما اطمینان دهم که همبندی, هاوسدورفی» و فشردگی, 
ویگیهایی به تمام معنی «خوب» هستند. بنابراین» طبیعی است بخواهیم بدانیم که در فرایند معمولی 
ساختن فضاهای توپولوژیک این‌گونه وینگیهای خوب از فضاهای اصلی به فضاهای نهایی حاصل. 
منتقل می‌شوند یا نه» ازاین‌قرار: 


نکتة ۱. نگاره‌های پبوستة فضاهای همبند (همبند - راه)؛ فضاهایی همبند (همبند - راه) تساه 


۳۳ مفاهیم بنیادی 


به گفتۂ دیگی اگر × همبند (همبند - راہ) و ۲ ج ۲  :‏ پیوسته باشد. (26) به‌عنوان زیرفضای ¥ 
نیز همبند (همبند - راه) است. زیراء یک تجزية  )25(‏ به شکل 8 لا 4 مستلزم تجزیة مشابهی برای 
رف f7 (AJU‏ سد × است. و ھکذا۔ 


MMMM بت‎ 


1 


نکتة ۰۲ اجتماعهای ناجدا از هم فضاهای همبند (همبند راه) فضاهایی همبند 
(همبند - راه) هستند. یعنی اگر ,× و 6۱ زیرفضاهایی همیند (همبند - راه) از نضای × باشند و 
بعلاوه × لا Xo‏ = و80 3 NX,‏ مک آنگاه × نیز همبند (همبند - راہه) است. 


Xo 


Xx 


Xo ^X, # 2 


است. اگر و تنها اگر هر دو سازة آن همبند (همبند - راه) باشند. 


۲ × × همبند 
230 


همیند 


پرسش خنده‌دار: دربارة اجتماع جدا از هم × و ۲ چه فکر می‌کنید؟ 


تعریف (اصل موضوع جداسازی هاوسدورف). یک فضای توپولوژیک را فضای هاوسدورف" 
گویند هرگاه برای هر دو نقطة متمایز آن همسایگیهایی جدا از هم وجود داشته باشند. 


1. non-disjoint 2. Hausdorff space 


اصل موضوع جداسازی هاوسدورف ‏ ۲۵ 


0 


U 
لا بش کان ی یک ای ها سد ررق او اکن مک ما او‎ 


0 < > = (0)7,۷» مجموعه‌های 
U, := {z|d(z,z) < e/Y} 9 Uy := {z|d(y,z) < e/Y}‏ 


نمونه‌هایی از همسایگیهای جدا از هم‌اند. 

ویژگی «نا هاوسدورفی» به‌کلی مخالف شهود. و حتی در نگاه اول نامعقول, و برخلاف شهود ما 
در مورد منهوم همسایگی به‌نظر می‌رسد. به همین دلیل, هاوسدورف اصل جداسازی فوق را در 
تعریف اولية خود از «فضاهای توپولوژیک» گنجانید (۱۹۱۴). اماء بعدهاء معلوم شد که توپولوژیهای 
ناهاوسدورفی نیزممکن است خیلی مفید واقع‌شوند, مثلادنوپولوژی زار یسکی۱»درهندسةجبری‌یکی 
از آنهاست. در هر حال, می‌توان در توپولوژی گامهای تسیا زیادی برداشت, بیآنکه حقیقتً احساس 
نیاز به فضاهای نا هاوسدورفی پیداکرد. هر چند بهتراست که مبتدیها اینجا آنجا دنبال هاوسدورف بودن 
فضا نگردند. کسانی که می خواهند دست‌کم یکبار چنین موجود مرموزی را ببینند. یک مجموعة × با 
بیش از یک عضو اختیار و روی آن توپولوژی بيماية ( 2 ,26) را بناکنند. 

یکی از فواید اصل جداسازی»استفاده دریکتایی همگرایی است: 


تعریف (دنبالة همگرا"). فرض کنیم × یک فضای توپولوژیک و وع,ء(2) دنباله‌ای در × 
باشد. یک نقطة × € 6 را حد این دنباله نامند هرگاه برای هر همسایگی نقطة ۵. مانند € یک ,ی 
وحود داشته باشد به‌گونه‌ای که برای هر م1۲ < ٩‏ € € ,«د. 


یادداشت. دریک فضای هاوسدورف. هر دنباله می‌تواند حدا کر یک حد داشته باشد. 
از سوی دیک در یک فضای تویولوژیک بیمایه. هر دنباله به هر نقطه همگراست. 
بادداشت. هر زیر فضای یک فضای هاوسدورف. حخود یک فضای هاوسدورف است و دو فضای 


1. Zariski topology 2. convergent sequence 


۳۶ مفاهیم بنیادی 


توپولوژیک ناتهی 6 و ۲ هاوسدورف‌انده اگرو تنها اگر اجتماع جدا از ھم آنهاء 17 + کہ هاوسدورف 
باقن هنشت اند اهر تٹھا اک حاصلضرب ها ۲ × کر هاوسدورف باشد. 

اصل جداسازی هاوسدورف را 7۷ نیز نامیده‌اند. چنین به‌نظر می‌آید که باید ی هم مطرح باشد. 
مگرنه؟ خوب دربارة 17 1۱ 11 1۲ 17 70 جه می‌گویید؟ حالا ما از 71 و 1۲ صحبت نمی‌کنیم! 
ولی اصل هاوسدورف به مراتب از همه اینها مهمتراست. وبیش ازبقیه لازم است به حافظه سپرده شود. 
آیا ضرورتی دارد که برای شما بگویم ,1 به‌جای چه بهکار برده می‌شود؟ ولی» نه. می‌توانیم تا فرصت 
مناسب منتظر بمانیم. 


E .۸‏ 
واماء فشردگی! چه ویزگی شگفت‌انگیزی! صفت شگفت‌انگیز برای توپولوژی» خصوصاً در توپولوژی 
دیفرانسیل و توپولوژی جبری مصداق دارد. زیر علی‌الاصول, دراین زمینه‌هاء هنگامی‌که با فضاهای 
فشرده, خمینه‌های فشرده مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار فشرده؛ پا 617۷ گروههای 
فشرده و جز آنها سروکار داریم, هیچ‌گونه مشکلی پیش نمی‌آید و همه چیز روال معمولی خود را دارد. 
اقا در عالم همه چیز نمی‌تواند فشرده باشد, ولی حتی برای مسائل «نافشرده» نیز غالباً پهتر است که 
در مرحلة اوّل, به حالت فشرده پرداخته شود: باید نخست بر «زمینه‌های فشرده» که دستیابی بر آنها 
E‏ با ع تک کهای عاست هش ز رای BOE‏ از کرد 
ااافا که سکن اب کی ابد این فاع هت اه قیاقد ی مر ات دار را 

«جا»ی بیشتری برای برخی ساختمانها دراختیار ما می‌گذارد ...اما حالا: 


تعریف (فشردگی). یک فضای توپولوژیک را فشرده" گویند هرگاه هر پوشش باز آن یک 
زوک وکن مشاه داش رال یی نی باه این ت که از مره ات ماه در ویژگی 
زیر صدق کند: اگر مع«(<) < 0 پوشش باز دلخواهی از 1 یعنی 6 > بل باز باشد و 
× = دل رل آنگاه تعدادی متناهی از اعضای ۸ مانند ۸ ...۸,۰ موجودند به‌گونه‌ای که 
Uy, U... UU, = X‏ 


یادداشت. بسیاری ازمولفین» جنین فضاهایی را «شبه فشرده" » می‌نامند وواژةٌ «فشرده» را برای 
فضاهای «شبه فشرده و هاوسدورف» اختصاص می‌دهند. 


و ۹ ۳ 0 ۳ ۴ ٤‏ 4 2 
درفضاهای فشرده تعمیم از «موضعی » به («سرأسری » برای ویژگیهایی از نوع زیر شدنی است: 


1. compact 2. quasicompact 3. local 4. global 


فشردگی ۳۷ 


فرض کنیم × فضایی فشرده باشد و ۳ یک ویژگی» که زیرمجموعه‌های باز × ممکن است آنرا دارا 
باشند یا نباشند, و نیز اگر 17 و ۷ ویڑگی ۶ را دارندہ ۷ لا لآ نیزویدگی ۲ را داشته باشد. (مثالها ذیلا 
خواهند آمد). دراین‌صورت. اگر ۲ این ویدگی را به‌طور موضعی ' دارا باشد. یعنی اگر هر نقطه دارای 
یک همسایگی با ویڑگی ۴ باشد. آنگاه خود × ویزگی ۲ را داراست. درواقع. جنین همسایگیهایی 
تک ی ان 0 کل اا زاب مایب هدای تاه ف 
خواهیم داشت 


X =U, U... UU,, 


و بنابر فرض» این ویژگی با استقراء به اجتماعهای متناهی منتقل می‌شود. همان چیزی که می خواستیم 
اثبات کنيم. 

مثال ۰۱ فرض کنيم × فشرده و 18 + × : ۶ تابعی موضعاً کراندار (مثلا پیوسته) باشد. در 
این‌صورت. گراندار است. 


مثال ۲. فرض کنیم × فشرده و «ح,ء(م/) یک دنبالة همگرای یکنواخت موضعی" از توابع روی 
× باشد. دراین‌صورت. این دنباله» روی کل فضای ۲ همگرای یکنواخت است. 

مثال ۳. فرض کنیم 26 فشرده و «عد(4) یک پوشش موضعاً متناهی" باشد (یعنی هر نقطه 
دارای یک همسایگی باشد که 4 را فقط به‌ازای تعدادی متناهی از 2 قطع کند). دراین‌صورت» خود 


بود شش, یک پوشش متناهی | ست. 


مثال ۴. فرض کنیم × فضایی فشرده و × > 4 زیرمجموعه‌ای موضعا متناهی باشد (تعریفی 
زاف اشقزست E‏ اه ام ریا یاهع تا هی باه 
آنگاه یک نقطه × € :2 هست به‌گونه‌ای که همة همسایگیهای آن شامل تعدادی نامتناهی از نقاط ۸ 
است. 

مثال ۵. فرض کنیم ٥‏ یک میدان برداری" دیفرانسیلپذیر بریک خمينة 4 مثلابر یک مجموعة 
باز در ”8 باشد. یکی از خمهای انتگرال ماکسیمال" این میدان مانند 2 + (مط بیه) : یه با 
شرط ت = (۵)0 را درنظرمی‌گیر یم و وط راء با یک نامگذاری بجاء (بقیة) امید زندگی "وه < مه- را 
سن 8 در میدان برداری ۷ می‌نامیم. از نظر یه موضعی معادلات دیفرانسیل معمولی؛ جنین برم ی آید که 
از لحاظ موضعی, کرانهای پایینی مثبتی برای امید زندگی و سن وجود دارد. بنابراین. - و دراینجاست 
که فشردگی دخالت می‌کند - برای هر مجموعة فشردة ۷[ > × نیزیک چنین کرانهای پایینی وجود 


1. locally 2. locally uniformly convergent 3. locally finite 
4. vector field 5. maximal integral curve 6. life expectancy 


۸ مناهیم بنیادی 


خواهد داشت. حال اگر نقطه‌ای در طول خم جواپ خودش حرکت کند» سنش افزایش می‌یابد و امید 
زندگیش روبه کاهش می‌نهد. 


زمان ٤‏ در طول این کمان سیری می‌شود 
امید زندگی حد # - بیط 
(9,)0 
امید زندگی = بیط 
اگرامید زندگی متناهی باشد. یعنی 00 > 9 دراین صورت» این امید رفته رفته هر قدر بخواهیم 
کوچک می‌شود. و لم معروف و سودمند زیر به دست می‌آید بد: اگر نقطه‌ای از یک زیر فضای فشرده 
۶ > ۷ امید زندگی متناهی داشته باشده اجباراً بیده پیش از آنکه فضای 6 را برای هميشه ترک 
کند. تمام آنرا مصرف کند. ببینیم اگر یک نقطه نتواند مجموعة × را ترک کند. جه پیش خواهد آمد؟ 
خواه چنین پدیده‌ای از آن روپیش آید که در مرز × بردارهایی؛ متوجه درون سنگرگرفته باشند ویا خواه 
بدین علت که کل جهان مورد بحث. 1 فشرده باشد و ۸ = ؟ 


در جنین شرایطی, هر نقطه از ۲ باید تا ابد حرکت کند. به‌ویژه, یک میدان برداری بر یک خمينة فشردة 
بدون مرن همواره انتگرالپذیر سراسری" است. 

اکنون به موضوع بحث خود پازگردي یم! پیامد این امکان‌گذ راز موضعی به سراسری, البته چنان وسیع 
ات که نمی را د در عبت صد اماد مورد یت فا کیرد .اماء با اشارات فوق» خواستم نه تنها مفیدبودن 
منهوم فشردگی را بیان کنم» پلکه اندکی هم آن را روشنترکنم. 

نمونه‌های فضاهای فشرده کدام‌اند؟ بازة بستة [۱ ,۰]0 با این‌که جلوة چندانی ندارده ولی نمونهٌ مهمی 
است» زیرا» نمونه‌های دیگری از زآن نتيجه می‌شوند. می‌دانیم که برای هر پوشش با ز [۱ ,۰]0 یک «عدد 
لبگ» وجود دارده یعنی ٥‏ < یی هست که هر زیر بازة به طول 6. در یکی از مجموعه‌های این 
پوشش قرار دارد. ( اثبات از راه برهان خلف: جنانچه جنین عددی وجود نمی‌داشت. می‌توانستیم یک 


۱. globally integrable 


فنشردگی ۳۹ 


دا از زیربازه‌های [۱ ,0] 4€ جنان برگزينيم که هیچ‌یک در هيچ‌کدام از 
مجموعه‌های این پوشش نباشد. دنبالة نقاط وسط این زیر بازه‌های ,7 دارای زیر دنباله‌ای همگرا 
نقطه‌ای مانند [۱ ,0] € 2 خواهد بود. اماء با توجه به آن‌که : در یکی از مجموعه‌های پوشش است 
وقتی‌که 10 بسیار بزرگ باشد, به تناقض می‌رسیم.) اکنون که وجود عدد لبگ ثابت شد از آنجاکه می‌توان 
[۱ ,0] را با تعدادی متناهی بازه به درازای 6 پوشاند. می‌توان آن‌را با تعدادی متناهی از پوششهای باز 
مفروض نیز پوشاند. 


گزاره .١‏ نکاره‌های پیوستة فضاهای فشرده فشرده‌اند. به‌عبارت دی اگر × فضابی فشرده و 
3 وج X‏ د f‏ بیو سنه باشد (XK)‏ زیرفضای فشرده ۲ امت 
برهان. فرض کنیم ۸ع«(«7) پوشش بازی برای (7)2۴ باشد. دراین‌صورت ۸ع((<()۲ "7] 
پوششی باز برای × خواهد بود درنتیجه» باگزینش مناسب اندیسها, خواهیم داشت 
ره 
وا زآنجا 


f(X) = Uy, U...UUny,, 


کر و ی کا 

برهان. گیریم × فشرده × > 4 بسته و ۸ع[ لا) یک پوشش باز4 باشد. بنابرتعر یف توپولوژي 
زیرفضایی, یک خانوادة ۸ع«(۲] از مجموعه‌های باز × وجود دارد به‌گونه‌ای که U, = ANV,‏ 
اکنون گوییم که جون ۸ بسته است» پس خانوادة ( «ع«((۲) ,26۱ ) پوششی باز برای 26 است. 


درنتیجه» می‌توان ۰۵۰ 2۰۰۰۰۰ را چنان برگزید که × = ,را لا ...لا ,رلا لا (24) یعنی 


۰ مناهیم بنیادی 


][ ,لاء همان چیزی که می خواستیم.‎ U... UU,, = A 


گزاره ۳. دو فضای ناتھی ٭ و ۷ فشرده‌انه اگرو تنھا اگ اجتماع جدا از هم آنها فشرده باشد. 
همچنین‌اند. اگرو تنها اگ حاصلضرب آنها فشرده باشد. 

برهان. (تنها به اثبات فشردگی حاصلضرب فضاهای فشرده خواهیم پرداخت که جالبترین و 
در عین حال مشکلترین حکم قضیه است. عکس آن, نتیجه‌ای ازگزارة ۱ است» و حکم مربوط به 
اجتماع جدا از هم بدیهی است). فرض کنیم × و ۷ فضاهایی فشرده و 2۸«( 1۲۷ پوشش بازی 
برای ۲ < ۶ باشد. 


کے 
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گام یکم. می توانیم برای هر( ,3 یک ( 1 ,۸2 برگزینيم به گونه‌ای که (=,y) € Wa( zs)‏ ‌ 


با توجه به این که ,)1۷ باز است» بگوییم که این مجموعة باز شامل مستطیل بازی است به شکل 
x 2۳‏ (ربر یل 


گام دوم. برای یک 2 ابت. خانوادة بعر( ,۲ پوشش بازی برای ۲ است. و در نتیجه 


SS d(7)‏ (2) ,ماهایی جنان وحود دارند که 
¥ = رای Vierg(a)) U... U‏ 
اکنون قرار می‌دهیم 
U(a,g(e)) ۲۱۰۰۰۳ Ue, (a) F: Ue‏ 


گام سوم. جون ٭ فشرده است» می‌توان a‏ ۰۰ 2 را جنان برگز ید که × چ ی تسا ۳۳ Us,‏ 


ودرنتیجه ۲  <‏ با (عده‌ای متناهی!) از (ررم)ری ی ها: 0 > 9 > ۱ ور > ژ > ۱»بوشیده 


فشردگی ۳۱ 


می‌شود. همان چیزی که می خواستیم. [] 


از روی فشردگی بازة بسته وگزاره‌های سه‌گانة فوق, می‌توانیم فشردگی فضاهای متعدد دیگری را 
ثابت کنیم. مثلا همة زیرفضاهای بستة مکعب 0 بعدی» و از آنجا همة زیرمجموعه‌های بسته وکراندار 
۳ فشرده‌اند. این حکم. نیمی از قضية معروف هاینه - بورل" است که می‌گوید: یک زپرمجموعة "18 
فشرده است اگرو تنها اگر بسته وکراندار باشد. ببینیم چرا هر زیرمجموعة فشردة "18 > م باید بسته 
وکراندار باشد؟ ببینید, ما قبلا دیده‌ايم که توابع پیوسته بر مجموعه‌های فشرده, توابعی کراندارند. واين امر 
به‌ویژه برای تابع رم نیز صادق است. و ازاینجا نتیجه می‌گیریم که × کرانداراست. واماه بسته‌بودن م × 


از لم ساده ولی سودمند زیر نتیجه می‌شود: 


لم. اگر ‏ یک فضای هاوسدورف و × > م یک زیر فضای فشرده باشد. آنگاه رک در × 
ته است. 

برهان. باید نشان دهیم که ,26۱2 بازاست» پس باید ثابت کنیم که هر نقطة م از ,۱26 دارای 
یک همسایگی 7 است که ,6 را قطع نمی‌کند. به‌ازای ھر × € 2. همسایگی ا برای م وهمسایگی 
۷ برای 2 را چنان بر می‌گزينيم که جدا از هم باشند. هر چند ممکن است که 


A, 
SOA 


ا مجموعة ,× را قطع‌کند. اما دست‌کم اطمینان داریم که ,× ۲۱ ے۷ را قطع نمی‌کند واگر تعدادی 
متناهی نقطةّ مک € ۰۰۰ را چنان برگزینیم که 


(VV. وتات لام‎ N Xo) = Xo 


TSU RU, 


1. Heine-Borel] theorem 


۳۲ مناهیم ینیادی 


یک همسایگی نقطة ص با ویزگی مطلوب است. یعنی ,2 را قطع نمی‌کند. همان چیزی که 
می خواستیم .ل1 
4% 

به‌عنوان آخرین قضية این بخش, البّه نه از لجاظ اهمیت» می خواهم قضية کوچک مستلزم دقتی 
را دربارة همسانریختیها بیان کنم. اما نخست چندکلمه‌ای برای روشن‌کردن اهمّیت قضته: با نخستین 
مفاهیم مربوط به یکریختی در جبر خطی آشنا شده و دیده‌ايم که برای اثبات این‌که یک نگاشت خطی 
۷ + ۷ : 7 یک یکریختی است. کافی است دوسویی‌بودن ‏ را ثابت کنیم. زیرا در این‌صورت» 
نگاشت ۷ +- 17 : ۱" خودبه خود خطی خواهد بود. عین همین مطلب. مثلا در مورد گروهها و 
همریختی گروههاء نیزصادق است. تاکنون, عادت کرده بودیم بپذیریم که ویزگیهای نگاشتهای دوسویی 
به وارون آنها نیز منتقل می‌شوند ولی باکمال تسف می‌بینیم که ویزگیهای خوب دیگری برای نگاشتهای 
دوسوبی وجود دارند که به نگاشت وارون منتقل نمی‌شوند: مثلاتابع "2 + ه یک نگاشت دوسویی 
دیفرانسیلپذیر از 8 به 8 است. اما نگاشت وارون آن درمبداً مختصات دیفرانسیلپدیر نیست: 


رو 
Vv‏ 


متأسفانهء در مورد پیوستگی نیز وضعیت بهتر ا زاين نیست: به‌عنوان مثال, نگاشت همانی از یک 
مجموعة ٭ با توپولوژی گسسنته, به خود همان مجموعة × با توپولوژی بیمایه, یکی ا زاين موارد است. 
يا اصلالازم نیست به چنین منالهای دست بالایی متوسل شویم:کافی است فقط بازة نیمباز (۲۳ ,0] 
با استفاده از تابع ثم + ا یک‌بار به دور دايرة با شعاع واحد بپیچیم و ملاحظه کنیم که به‌اين ترتیب: 
یک تابع پيوستة دوسویی داریم که نمی‌تواند یک همسانر یختی باشد, زیرا دایره فشرده است. درحالی‌که 


بازة نیمبان فشرده نیست. اما حتی هنگامی‌که ۶7۱ پیوسته است. اثبات پیوستگی آن ممکن است 


فشردگی ۳۳ 


خیلی پرزحمت باشد. خصوصاً هنگامیکه پیوستگی خود از دستور صریحی به شکل (2) f‏ = ل 
به‌دست آمده باشد» ولی راهی برای به دست‌آمدن دستور متناظر آن (/)۱ ۳ = ت به‌نظر نرسد. به 
همین دلیل, بهتر است شرطی به‌دست دهیم که نوعأ شرطی کلی و بررسی آن غالبا ساده باشند و در 
عبر خال تضنمین کند کهوارون یک کاش دوسوی پوسته» وا رو پیوسته ت 


قضیه. یک نگاشت دوسویی پیوسته ۲ + ×  :‏ ازیک فضای فشردة ٭ به یک فضای 
هاوسدورف ۲ همواره یک همسانریختی است. 

برهان. باید نشان دهیم‌که نگاره‌های مجموعه‌های باز بازند. وی هم‌ارزبا آن نگاره‌های مجموعه‌های 
بسته» بسته‌اند. پس» فرض می‌کنيم × > 4 بسته باشد. لذا ۸ فشرده است. زیرا یک زیر فضای 
بسته از یک فضای فشرده است. از اینجا معلوم می‌شود که (۸) فشرده است (زیرا نگارة پيوستة 
یک فضای فشرده است)» و درنتيجه,  )4(‏ (به‌عنوان زیرفضای فشرده فضای هاوسدورف ۷) بسته 
است. همان چیزی که می خواستیم. [] 


۳ 


فضاهای برداری توپولوژیک 


شمار فراوانی از عناصر دخیل درریاضیات. توسط یک رشتة نامتناهی ازاعداد حقیقی یا مختلط 
کاملا معین می‌شوند: به‌عنوان مثال, یک سری تیلر با دنبالة ضرایبش معین می‌شود ۰۰۰ بنابراین 
می‌توان عددهای این دنباله راء که تعیین‌کنندة هر یک از عناصر به‌غنوان مختصات آن عناصر 
هستند؛ مختصات یک نقطه در یک فضای بینهایت بعدی (.) که عدة ابعاد آن بینهایت شمارا 
است» تلقی نمود. این برداشت. مزایای جندی در عمل به‌دنبال دارد. نخستین امتیاز همواره وقتی 
ظاهر می‌شود که بیان هندسی رأ به‌کار می‌بریم. دراین صورت مشابهتهایی پدید می‌آید که شهود را 
اسان می‌سازد . 


موریس فرشه! 
نکاتی از حساب تابعی (۱۹۰۶) 


1. Maurice Fréchet 


منهوم فضای برداری توپولوژیک ‏ ۲۵ 


۱ منهوم فضای برداری توپولوژیک 

فصل کوتاه حاضر هدفی برتر از آن ندارد که رده‌ای از فضاهای توپولوژیک را که حقیقتاً در دامنة 
کاربردهای توپولوژی (دراین مورد. آنالیزتابعی) پدید می‌آید معرّفی نماید. این فنضاهاکه اهمیت بسزایی 
دارند. فضاهای برداری توپولوزیک نامیده می‌شوند. بتابراین. بجاست که این مثالها را در آغا زکتاب قرار 
دهیم, چراکه نقش مهمی درتکوین منهوم فضاهای توپولوژیک برعهده داشته‌اند (فرشه ۱۹۶۶). 


تعر یف (فضای برداری توپولوژیک). فرض‌کنيم 6[ هبأت اعداد حقیقی 8 یا هیأت اعداد مختلط 
© باشد. یک فضای برداری 8 روی 16 همراه با یک ساختار فضای توپولوژیک را فضای برداری 
توپولوژیک ' می‌نامیم هرگاه ساختارهای توپولوژیک و برداری آن به‌معنای زیر با هم سازگار 

اصل موضوع ۱. عمل تفریق ٤‏ +¬ 8 × 77 پیوسته باشد؛ 

اصل موضوع ۲. عمل ضرب در اسکالرها 7 +- 8 × 6[ پیوسته باشد. 

توخه. برخی از مولفین اصل موضوع زیر را نیز می‌افزایند: 

اصل موضوع ۳. فضای توپولوژیک 8 هاوسدورف باشد (مثلاً دانفرد و شوارتس" در 
مرجع [۷]» این اصل را می‌پذیرند. اما پورباکی " در مرجع [ ۱] آن را نمی‌پذیرد). 


بهجای پیوستگی عمل تفر یق دراصل ۱ می‌توانستیم پیوستگی عمل جمع را قرار دهیم» ز برا ازاصل 
۲ نتیجه می‌شودکه نگاشت ٤‏ = (,:2- +۲ 7 پیوسته است»وازآنجانگاشت 10 ×8 +¬ dE × E‏ 
(0- ,#) ج (ل ,#) نیزپیوسته خواهد بود. اماگنجاندن «عمل تفریق» به‌جای «عمل جمع» دراصل 
۱ دلیلی دارد که طلقا بر یایة زیبایی استوار نیست و هم‌اکنون به‌شرح آن می‌پردازیم. 

همان‌گونه که دراین فصل مفاهیم «فضای برداری» و «فضای توپولوژیک» با هم ارتباط پیدا کردند. 
بسیاری از مفاهیم جالب و مفید دیگر از ارتباط بین توپولوژی و ساختار جبری پدید می‌آیند. به‌ویژه. 
چنانچه € یک گروه و در عین حال یک فضای توپولوژیک باشد. آن را یک گروه توپولوژیک " می‌نامند 
هرگاه ساختا رگروه و توپولوژی با هم سازگار باشند. اما منظوراز این سازگاری چیست؟ منظور آن‌است 
که عمل ترکیب 

6 60 مب‎ 60, (a,b) ۲ ab 


ونکاشت وارون € ¬ € a7‏ + یل نگاشتهایی پیوسته‌اند. اما؛ می‌توان این دو شرط را دریک 
شرط ادغام کرد. واصل موضوع گروههای تویولوژیک را به‌دست داد: نگاشت @ جت xX G‏ 7), 


1. topological vector space 2. Dunford-Schwartz 3. Bourbaki 
4. topological group 


۶ فضاهای برداری توپولوژیک 


۱ + (۷,») نگاشتی پپوسته است. 

بنایراین. اصل ۱ دقیقاً بیان می‌کند که گروه جمعی (+ ,10) با توپولوژی 8 یک گروه توپولوژیک 
تشکیل می‌دهد. 

در جهاربخش آتی» متداولترین رده‌های فضای برداری توپولوژیک راء با رعایت ترتیب از جزئی به 
کلی» می‌آوریم: 


۳ فضاهای برداری متناهی - بعد 

فضای "16 با توپولوژی معمولی. یک فضای برداری توپولوژیک است. و هریکریختی 16۳ د لا 
نیز یک همسانریختی است. پس؛ هر فضای برداری « بعدی ۰7 دقیقاً یک توپولوژی می‌پدبرد که برای 
آن لااقل یک (و در نتیجه هر) یکریختی "۸ = ۷ یک همسانریختی است وبا این توپولوژی» ۷ 
به‌یک فضای برداری توپولوژیک بدل می‌شود. همة این مطالب پیش پاافتاده‌اند وبدون شک توپولوژی 
«معمولی» که بدین‌گونه معین می‌شود. بدیهیترین توپولوژی است که می‌توان برای 17 یافت. اما درواقع؛ 


این توپولوژی جندان هم«بدیهی» نیست زیرا قضيهة زیر را داریم: 


به یک فضای برداری و پولوژ یک هاوسدورف بدل می سازد. 


(برهان این قضیه را نمی‌آوریم. خواننده می‌تواند مراجعه کند به بورباکی [۱]» قضية ۲ ص ۱۸). 


این قضیه نشان می‌دهد که فضاهای برداری توپولوژیک متناهی‌بعد. به‌عنوان موضوعی مستقل 
برای مطالعه جالب نیستند. و مفهوم فضاهای برداری توپولوژیک, به‌دلیل حالت نامتناهی‌بعدی, وارد 
ریاضیات شده‌اند. اماه حتی برای فضاهای نامتناهی بعد نین یک نتيجة مهم از قضية بالا په‌دست می‌آید: 
چنانجه ۷ یک زیرفضای برداری متناهی‌بعد دریک فضای برداری توپولوژیک هاوسدورف دلخواه 17 
باشد, توپولوژی ۲7 که از 5 بر آن القاشده دقیقاً همان توپولوژی معمولی است. حتی اگر 8 طبیعیترین 


۳ فضاهای هیلبرت 
پادآوری کنیم که فضای با حاصلضرب داخلی,! یک فضای برداری حقیقی (همجنین مختلط) ٤‏ 
است همراه با یک صورت دوخطی منقارن (بهترتیب |رمیتی ‏ ) مثبت و معین (۰ .)۰ دراین صورت. 


1. inner product space 2. Hermitian 


فضاهای باناخ ‏ ۳۷ 


برای 5 > ۷ عدد ([0 ,۰/60 =:|| * || نرم" ا نامیده می‌شود. 

یادداشت. اگر ((۰,-),17) فضایی با حاصلضرب داخلی باشد آنگاه برابری 
|| س - س ||=: (س ,0)0 معرّف متریکی است که توپولوژی وابسته به‌آن 7 را به یک فضای برداری 
توپولوژیک مدل می سازد. 


تعر یف (فضای هیلبرت). فضای با حاصلضرب داخلی را فضای هیلبرت" گوییم هرگاه نسبت 
به متریک خود کامل باشد. یعنی هرگاه هر دنبالة کوشی درآن همگرا باشد. 


پس از فضاهای متناهی‌بعد. فضاهای هیلبرت یقیناً ساده‌ترین فضاهای برداری توپولوژیک‌ند. و 
می‌توان آنها را به‌شيوة زیر کاملا رده‌بندی کرد: یک خانوادة هو«( «ع) از بردارهای يكة دوبه‌دو متعامد 
در یک فضای هیلبرت ل را یک پا هیلبرتی" برای 3 گویند هرگاهیگانهبردارقثم بر هم دهها 
فقط بردار صفر باشد. می‌توان ثابت کرد که هر فضای هیلبرت جنین پایه‌ای دارد, و هر دو پایه ازیک 
فضای هیلبرت. یک عدد اصلی مشترک دارند. و سرانجام هر دو فضای هیلیرت با ایههای همتوان 
طولیا - یکر یخت" اند. 


۴ فضاهای باناخ 
تعر یف (فضاهای نرمدار). فرض کنیم 7 فضایی برداری است روی 16. یک نگاشت 
۶ ب E‏ :|| ۰ || را یک نرم گوییم هرگاه در اصول زیر صدق کند: 
۱ برای ھر 8 € ت٥‏ <|| 2 ||؛ وہ | 2 || اگروتتهااگره = 2. 
۲ برای هر £ > 2 وھر& > | z‏ || | | هه |. 
ERÎ‏ مثلتی). رای هر 9 > بورت۰ | با[ + || ۵ > و + 


یک زوج (|| ۰۰ || ,) متشکل ازیک فضای برداری ویک نرم را یک فضای نرمدار" می‌نامند. 
یادداشت. اگر (|| ۰۰ || ,) یک فضای نرمدار باشد برابری 


|| و - ۶ إإ=: d)z,y(‏ 


معرات متریکی است که توپولوژی واسىته به‌آن ۴٤‏ را بدیک فضای برداری تو پولوژیک مبدل می سازد. 


1. norm 2. Hilbert space 3. Hilbert basis 4. isometrically isomorphic 


5. normed space 


تعر یف (فضای باناخ). یک فضای نرمدار را فضای باناح" گویند هرگاه کامل باشد. پعنی هرگاه 
هر دنبالة کوشی درآن همگرا باشد. 


فضاهای هیلیرت و باناخ, به‌ویژه مثالهایی از فضاهای برداری توپولوژیک هستند. اما ساختاری 
اضافی دارند: روشن است که حاصلضرب داخلی (۰. ۰ ویا نرم || ۰۰ || را نمی‌توان از روی توپولوژی 
این فضاها بودست آورد. ره < 7 یک فضای برداری «7بعدی ۷ نرمهای 
گوناگونی می‌پذیرد. که برخلاف حاصلضربهای داخلی» هیچ‌کدام از تأثیر خودر یختیهای خطی فضا 
بر دیگری به‌دست نمی‌آید. البتهه همة این نرمها معرّف توپولوژی واحدی روی ۷ هستند (که همان 
توپولوژی «معمولی» فضای #بعدی است). اماء در فضاهای نامتناهی بعد باناح » جنانجه توجه خود را 
حتی فقط به‌ساختار فضای برداری توپولوژیک این فضاها معطوف کنیم (همان طورکه در آنالیز تابعی 
متداول است)؛ می‌بینیم که این فضاها جنان ردة وسیعی تشکیل می‌دهند که نه تنها دسته‌بندی آنها 
مشکل است. بلکه شاید واقعا نتوان توصیف جامعی از همة این رده‌ها به‌دست داد. 


۵. فضاهای فرشه 

تعریف (نیمنرم). فرض کنیم 7 فضایی است برداری روی 16. یک نگاشت 8 - E‏ :|۰۰ | را 
یک نیمنرم " می‌نامیم هرگاه دراصول زیر صدق کند: 

۱ بای هر E‏ € 2 0 > |ند. 


|a| lz) .NY‏ = نم نا 
.NY‏ ا e‏ 


مار ماه هب اب |:2] +۲ ,یک نیمنرم است. 

برای نرمها و همچنین برای نیمنرمهاء می‌توان از «گویهای باز»" سخن گفت. ما آنها را با 
e}‏ > از - »| {y € E|‏ =: (2),(] نمایش می‌دهيم. اما در حالت کلی, دیگر د رآنها موضوع 
«گرد بودن» اصلاً مطرح نیست 


[0 0 7 ۲ 


+R‏ ۲ :و|...۱ 


2 


ی 


1. Banach space 2. seminorm 3. open balls 


فضاهای فرشه ۳۹ 


تعر یف. فرض کنیم 7 فضایی است برداری و ۸ |۰ ۰ |) یک خانواده از نیمترمها روی ل1. 
یک زیرمجموعة  ) ٤‏ را در تویولوژییی که خانوادة نیمنرمها بدید می‌آورند. بازگویند هرگاه هر نقطة 
۷7 عضو مشترک متناهی از نیمنرمهای گویهای بازی باشد که در ) قرار دارند؛ به‌عبارت دیگر؛ برای هر 
€ € :» اعضایی جون ۸ € ,۸, ۸,۰۰۰ و عددی جون 0 < ٤‏ وجود داشته باشند به‌گونه‌ای که 
BV(r) N.N BOC) C U‏ : 


«مستطیلهای نیمنرم» 
(به‌عنوان مثال "38 (:/..|۱.۰۱)) 


با زبان و اصطلاحاتی که در فصل ۰۱ بخش ۰۴ دیدیم این گویهای باز نیمنرمهای «|۰ ۰ ۸۸.۱ € ۰۸ 
یک زیر پایه برای توپولوژی فضا تشکیل می‌دهند. و یا توپولوژی فضا را پدید می‌آورند. 

یادداشت. با نو پولوژییی که خانواده نیمنرمهای ۸ع |۰ ۰ | ددست می‌دهند 7 یک فضای 
برداری توپولوژیک می‌شود. که یک فضای هاوسدورف نیز خواهد بود ا گر و تنها اگ ه یگانه برداری 


باشد که همه نیمنرمهای «/۰ ۰ | به‌ازای آن صفر می شوند. 


تعر یف (فضای مقذم فرشه). یک فضای برداری توپولوژیک هاوسدورف که توپولوژی آن به‌کمک 
خانواده‌ای منتها شما را از نیمنرمها تعریف شده باشد. یک فضای مقدّم فرشه" نامیده می‌شود. 


فضای فرشه فضای مقذم فرشه‌ای است که «کامل» باشد. مطمتتاً کمال مفهومی است متری» ولی 
باید بگویم که یک بیان توپولوژیک واضحی نیز برای این مفهوم در قالب فضاهای برداری توپولوژیک 


وحود دارد. 


تعریف (فضاهای برداری توپولوژیک کامل). یک دنبالة تن درفضای برداری توبولوژیک 


۱۳ Fréchet space 


۰ نضاهای برداری نویولوژیک 


را دنبالةکوشی' گوییم هرگاه برای هر همسایگی 0 مانند لاء یک م۸ وجود داشته باشد به‌گونه‌ای که برای 
هر ۸٥‏ < 0,۲0 رابطة € > 2 - مر برقرار باشد. جنانجه هر دنبالۀ کوشی دنباله‌ای همگرا باشد, 
فضا را (دنباله‌یی کامل" ) نامند 


البته, در نضاهای نرمدا این منهوم کمال با مفهوم پیشین کمال که از روی متریک وابسته به نرم 


تعر یف (فضای فرشه) . منظوراز ز فضای فرش" , فضای مقدّم فرشه‌ای است که کامل باشد. 


از نیمنرمهای <١‏ ,|۰ ۰ | داده شده باشد برابری 


با - | ۷ 
۷1 سب 2 ۲*4 3 7 (a:‏ 


<<« 
معرّف متریکی است که توپولوژی وابسته به‌آن همان توپولوژی فضاست و دنباله‌های کوشی آن نیز همان 
دنباله‌های کوشی فضا هستند. 


۶ فضاهای برداری تویولوژ یک موضعاً محدب 


سرانجام فضاهای موضعاً محدب راتعر یف می‌کنیم .این فضاها کلیتر ین ردة فضاهای برداری توپولوژیک 
هستند که برای آنها نظربه‌ای براز قضایایی حالب و قشنگ وحود دارد. 


تعریف. یک فضای برداری تویولوژیک زافو دا گویند هرگاه هر همسایگی 0 شامل 
یک همسایگی محدب ٥‏ باشد. 


اکنون به بیان حقایقی می‌پردازيم که نشان می‌دهند تا چه حد این فضاها کلیتر از رده‌های نامبردة 
پیشین هستند ( ازاثبات آن صرف‌نظر می‌شود. رجوع کنید به [۱۳] بخش ۱۸): یک فضای برداری 
توپولوژیک» موضعاً محدب است اگروتنها اگر, توپولوژی آن بتواند توشط خانواده‌ای از نیمنرمها تعر یف 
شود؛ یک فضای برداری توپولوژیک موضعاً محدب. یک فضای مقدّم فرشه است اگر و تنها اگر 
متریکپدیر باشد. 


1. Cauchy sequence 2. (sequentially) complete 3. Fréchet Space 
4. locally convex 


جندمتال ۴۱ 


مثال ۰۱ مجموعة توابع حقیقی ‏ روی بازة [7,7-] را که انتگرالپذیر لبگ' هستند و در شرط 


۵ | )۵(| da: > oo 


صدق می‌کنند. در نظر می‌گیریم. دو تابع از این مجموعه را هم‌ارز خوانند هرگاه خارج از یک 
مجموعة با اندازة صفر, بر هم منطبق باشند. رده‌های هم‌ارزی آن‌راء با تسامح, توابع مر بع انتگرالپذیر' 
می‌نامند. گیریم 7 مجموعة این توابع باشد. یک ساختار متعارف فضای برداری حقیقی روی 17 
وجود دارد و می‌توان آنرا بهکمک حاصلضرب داخلی: 


ره ۰ ۲ 
و۶ | > = (f)‏ 
به‌ساختار یک فضای هیلبرت تبدیل نمود. توابع مثلثاتی 
i= 00969, €e_g := Sin 2‏ بره 


بدازای ۱ < : همراه با تابع لد =: مع. یک پاي هیلبرتی ,ع ])٤,[‏ برای ٨1‏ می‌سازند. نمایش 
هر عضو f € ٣‏ به‌صورت ۸(۸ )عم( = از دقیقاً سری فوریة ‏ است. 

مثال ۲. فرض کنیم × یک فضای توپولوژیک و (0)26 فضای برداری توابع پیوسته و 
کراندار روی ۸۶ باشد» و 

|| f ||: supsex|f ا()‎ 

در این‌صورت. (|| ۰۰ || ,(0)26) یک فضای باناح است. 

منال ۲. فرض کنیم CC‏ ) × حوزه‌ای" در صفحة مختلط باشد. فضای برداری توابع 
تمامریخت" روی × را با (0)26 نمایش می‌دهیم. و این فضا را به توپولوژی وابسته به‌خانوادهة 


۲۱۰۰| اعر‎  .هدرشف‎ K 


از نیمنرمهای |(2) ۶|ببهناد =: ×| | مجهز می‌کنيم (اين توپولوزی را اصطلاحاً توپولوزی 
وای کرد می کی ور او وو( )0۵ یک ای کرو ات (فقط کافی انیت 
دسته‌ای شما را از ا هاکه تمامی ٭ را «تحلیل می‌برند» اختیارکنیم؛ AE‏ أزقضية همگرایی 

i. Lebesgue-integrable 2. square-integrable functions 
«نة«دها منظور مجموعة باز و همبند است سم.‎ .۳ 


4. holomorphic 5. coınpact convergence 


۲ فضاهای برداری توپولوژیک 


من ود وم 

سه‌مثال فوق, از جمله مثالهایی از «فضاهای تابعی»" زیادی هستند که به نحوی مور د رآنالیز ظاهر 
می‌شوند. مانند فضاهای برداری» آنها را ابداع نکرده‌ایم. بلکه خودبه خود حضور دارند و نمی‌توان آنها 
را نادیده گرفت. این واقعیت نیز که عملگرهای خطی دیفرانسیل و انتگال رفتاری به‌شکل نگاشتهای 
خطی ,17 +- 3۱ : ا بین فضاهای تابعی دارند مستقیماً از ماهیّت اشیاء ناشی می‌شود. اما اگر 
دراین موارده به جبر خطی اکتفاکنیم» ب بیمایگیهاتی کشیده می‌شویم. پس: برای درک ویژگیهای این 
عملگرهاء لازم است به بررسی رفتار آنها از نظر پیوستگی نسبت به توپولوژیهای گوناگون بپردازیم. و 
ازشناخت خود دربارة ساختار فضاهای برداری توپولوژیک مجرد بهره گیریم. هر چند توپولوژی نقطه 
مجموعه» که همة بحث فعلی ما دربهادادن بهآن‌است» نمی‌تواند معرّف لبه تیز پژوهش در زمينة معادلات 
دیفرانسیل با مشتقات جزتی باشد. بااین‌حال, ابلاری اجتناب‌ناپذیر برای آن‌است. تا آنجا که باید مسلم 
ا تاه رم 

هنوز مثالهایی از فضاهای برداری توپولوژیک موضعاً محدب ولی متریکناپدیر راء که در نتیجه 
فضاهای مقدّم فرشه هم نیستند ارائه ننموده‌ام. البته, این فضاها نیز به‌طورکاملاً طبیعی د ر آنالیز تابعی 
ظاهر می‌شوند. مثل گاهی نیاز داریم که «توپولوژی ضعیف»" » یعنی؛ درشت‌بافت‌ترین توپولوژییی 
را که برای آن همة نگاشتهای خطی پيوستة قدیمی ۸ +¬ ٤‏ (یعنی «تابعکهای خط ) پیوسته 
می‌مانند. یا به‌بیان دیگ, توپولوژییی را که به‌کمک مجموعة 


E ¬ 18(‏ : [خطی وپیوسته است و® > ] بازاست|()۲) 


پدید می‌آید روی یک فضای برداری توپولوژیک بررسی کنیم. با این توپولوژی, 17 باز هم فضایی 
است برداري توپولوژیک اما بسیار پیچیده‌تر ا زآنچه قبلابود. حتی اگر با فضایی به‌سادگی یک فضای 
هیلبرت نامتناهی - بعد شروع‌کنيم: آنچه با توپولوژی ضعیف به‌دست می‌آید. یک فضای موضعاً محدب» 
هاوسدورف, اما متریکناپذیر خواهد بود (رجوع کنید به [۴]» ص ۷۶). 


1. function spaces 2. weak topology 3. linear functionals 


نمادگذاری. اگر × یک مجموعه ویک رابطة هم‌ارزی روی 2 باشد. مجموعة رده‌های هم‌ارزی 
رابا ہہ /٭ وردة هم‌ارزی یک عضو ۲ € ت را با  ,]2[‏ /٭ > [], و نگاشت تصویر متعارف! 


1. canonical projection 


۴۴ توپولوژی خارح‌قسمت 


نہ /٭× بت ۲ را با7 نمایش می‌دهیم یعنی سح /× م X‏ : و T(t) i=‏ 


تعر یف (فضای خارج قسمت ' (. فرض کنیم 2۲ یک فضای توپولوژیک و نہ یک رابطة هم‌ارزی 
روی 1 باشد. یک SCE‏ توپلوژی خارج قسمت UES‏ 
در ۲ باز باشد. مجموعة سح /6 همراه با توپولوژییی که بدین‌گونه تعریف کردیم» خارج قسمت ۲ بر سم 


نامیده می‌شود. 


یادداشت. روشن است که نوپولوژی خارج قسمت ریز بافت‌ترین نوپولوژی روی نہ /2 است به 
کی کبک نات ب با 

درست همان‌گونه که از مفاهیم زیرفضاء اجتماع جدا از هم» و حاصلضرب, تجسم ذهنی روشنی 
در دست داریم» و می‌توانیم پایه‌های شهود خود را درابتدای کار بر پایة آنها بگذاریم. مایلم برای تجشم 


۱ ] ۱ 
حاصلضرب ۲ × × اجتماع جدا از هم ۲ + × زیرفضای × € ۸۰ 


برای درک یک رابطة هم‌ارزی, بهتر ین کار تجشم رده‌های هم‌ارزی است؛ هر چند این رده‌های هم‌ارزی» 
فضای خارج‌قسمت است که در آن, نقاط فضا واقعاً «نقطه‌هایی» به معنی هندسی آنها باشند: 


(U)‏ 7 رده هم‌ارزی 


[aj ۴ ۱‏ 
لذا به‌عنوان مثال 


1. quotient space 


نضاهای خارح قسمت ونگاشتها ‏ ۴۵ 


دردوبخش آینده ه رآنجه را که در «نظر یة» فضاهای خارج قسمت مورد نیاز ماست می‌گنجانيم؛ و 
پس ا زآن آزادیم که به بخش واقعً جالب این مبحت. یعنی مثالهایی که واقعاً در ریاضیات پیدا می‌شوند 


وابداعات دوراز ذهنی نیستند. بپردازیم. 


۰ ۰ ى 
نکتهة ۱ (نگاشتهایی از فضاهای خارج قسمت). فرض کنیم 1 فضای توپولوژیک دیگری باشد. 
بدیهی است که نگاشتی حون 1 +بح /۷: گر پیوسته است اگر وتلها اگر نگاشت مرب ۲ ۰ گ 


¥ ی مر 
J‏ / 
نکتۀ ۲ (نگاشت به فضاهای خارج قسمت). معیار جهانی مشابهی برای پیوستگی نگاشتی به 
شکل نہ /× + ۲ : م وجود ندارد. اما ملاحظة جزتی زیر غالباً سودمند واقع می‌شود: اگر یک 
Q= 1 9 4۵,‏ 
X‏ 
0 
سپ ۲ ۱ 
وجود داشته باشد. یا حتی اگر این پدیده فقط موضعی باشد بعنی گر رای هر ۷ € ل یک همسایگی 
€ ویک نگاشت پیوسته × - ا : م8 باشرط ]| = 8 ه 7 بنوان بافت. آنگاه م البته 


۸ 


Qu ٤ 


 .ی ند‎ 
oI U 


۴۶ توپولوژی خارج قسمت 


کدام یک از ویژگیهای فضای × به فضای خارج قسمت نہ / منتقل می‌شود؟ همبندی و فشردگی 
خوشرفتارترین ویزگیها هستند: 
ار ا ری وتات 2 در فد ره 


یا فشرده است (زیرا این فضاء نگارة پيوستة × است). 


در مورد سومین وک فضاها که در فصل ۱ مورد بحث قرار دادیم وضع به‌کلی متفاوت است: 


یک دلیل سادة این امر آن‌است که ممکن است رده‌های هم‌ارزی» همگی بسته نباشند: 


آن‌است که همه رده‌های هم آرزی در 6 بسته باشند؛ زیر اگر [:2] € ر بک نقطه مرزی [2] باشد. آنگاه 
در فضای نہ /٭ نمی توان [2] و [] را با همسایگیهایی جدا از هم از هم جدا کرد. 


یک راه دیگر شاید ظریفتر برای بیان این منظور چنین است: بسته بودن رده‌های هم‌ارزی در 
XxX‏ 8 بسته بودن نقاط در X/‏ هم‌ارز است» و می‌دانیم که در یک فضای هاوسدورف همه تقاط 
بسیار خوب» فرض‌کنیم که رده‌های هم‌ارزی بسته‌اند: این شرط کاملاًمعقول است وبدون آن هیچ چیز 
درست ازآب درنمی‌آید.اماء باتحقق‌این شرط, چه پیش میآید؟ به دومثا لگمراه‌کنند ة مشابه زیرتوجه‌کنیم. 


چند مثال: فضاهای همگن ۴۷ 


در هر دوی آنها 78 = × با توپولوژی معمولی است. و رده‌های هم‌ارزی زیر خمینه‌های بستة یک 
بعدی هستند که به‌نحو ساده‌ای مرتب شده‌اند. و تجزية 18 به رده‌های هم‌ارزی» حتی براثر انتقال در 
امتداد محور ها ناوردا است. بعلاوه این دو منال آن‌قدر شببه‌اند که نمی‌توان اختلاف میان رده‌های 
هم‌ارزی آنها را به کمک ویزگیهای نظری نقطه - مجموعه‌اي دو رابطة هم‌ارزی» به‌زبان ساده‌ای توصیف 
نموده مگ رآنکه بگوییم دریکی ا زآنها فضای خارج قسمت یک فضای هاوسدورف است. اما دردیگری 
نیست! 

آنجه که مستقیماً ازاین متالها فرا می‌گیر یم این‌است که ویژگیهای جداسازی خارج قسمتهاء تا اندازة 
زیادی بستگی به ترتیب خاص رده‌های هم‌ارزی دارند و باید مرهون وجود قضایایی باشیم که ضامن 


هاوسدورف بودن رده‌های وسیعی از منالها هستند. 


۴ جند مثال: فضاهای همگن 

نخست به بادآوری چند نمادگذاری جبری می‌پردازيم: اگر € یک گروه باشد و 6 > 7 یک زیر گروه. 
آنگاه ۴۳ / € معرّف مجموعة هم - مجموعه‌های چپ» () 6 و| ۲ و) است. که رده‌های هم‌ارزی 
برای رابطة هم‌ارزي 7 > 907۱۵ جه: 0 ہ », روی ). هستند. بعلاوه, اگر 7 یک زیر گروه نرمال 
(بهنجار)" باشد (یعنی برای هر 73 € و. ۳8 = ”و و) آنگاه ۴1 /@ دارای یک ساختارمتعارف 
گروهی خواهد بود که از 6 گرفته است. 


تعر یف ( گروه توپولوژیک). بک گروه € راکه یک فضای توپولوژ یک نیزباشد یک گروه نوپولوزیک؟ 
می‌نامند هرگاه نگاشت 
GxG ¬+ G@, (a,b) + ab‏ 
پیوسته باشد. 
به‌عنوان متال, گروههای () ,1)7 و (8 ,)01 متشکل از ماتریسهای وارونپذیر * × ۰ 
به‌طریق متعارف گروههای توپولوژیک‌اند, و همچنین‌اند گروههای آبلی (+ ,)که زیر بنای فضاهای 


برداری توپولوژیک هستند. به‌همین منوال, هر زیر گروه از یک گروه توپولوژیک مجهز به توپولوژی 
زیرفضایی. آشکارا یک گروه تویولوژیک است. 


J. normal subgroup 2. Topological Group 


۸ نوپولوژی خارح‌قسمت 


تعریف (فضای همگن). اگر € > ۸ زیر گروهی از یک گروه توپولوژیک ٩‏ باشد. فضای 
خارج قسمت 0/77 یک فضای همگن" نامیده می‌شود. 

بنابراین. تعریف کلی فضای خارج‌قسمت نہ /2. که در بخش ۱ آوردیم. در اینجا برای حالت 
خاص € = × و رابطةّ هم‌ارزی 7 € 07۱۵ جحه: « بح ۾ به‌کار رفته است. 

جرا فضاهای همگن مورد توجّه ما هستند؟ به‌این پرسش لعنتی که در بسیاری از جاها مطرح 
می‌شود نمی‌توان در سطح این کتاب کاملاً جواب داد. ولی من سعی خواهم کرد توضیحاتی دربارة 
آن بدهم. هنگامی‌که در طبیعت به گروههای توپولوژیک برخورد می‌کنيم. معمولا آنها را به شکل 
مجرد. به‌عنوان یک مجموعة 7) همراه با یک قانون ترکیب و یک توپولوژی» به ما نمی‌دهند بلکه ذاتا 
به‌صورت یک گروه تبدیلات» یعنی یک گروه از نگاشتهای دوسویی از یک مجموعة × به‌روی خود 
× مطرح می‌کنند. که قانون ترکیب در آن. چیزی جز قانون ترکیب نگاشتها نیست. اما لازم نیست 
که فقط × یک مجموعه و € هم‌گروه کلیه نگاشتهای دوسویی ‏ باشد. بلکه مجموعة × معمولا 
مجهز به یک ساختار اضافی: قبل از همه یک توپولوزی, اما بسته به موقعیت. شاید هم ساختاری 
دیفرانسیلپذیر یا تحلیلی یا جبری یا متری یا خطی ویا هر نوع ساختار دیگر است. دراین‌صورت, اعضای 
گروه 6 نگاشتهایی دوسوبی, × + × : و خواهند بود که با این ساختار سازگارند. معمولاً در 
رابطه با همین است که معلوم می‌شود کدام توپولوژی برای € مناسب است. به‌عنوان مثالی ساده. 
می‌گیریم (8] G1),‏ = ): در این‌صورت. مجموعة × فضای ”8 خواهد بود با ساختار خطی 
خودش. 

آنجه گفتیم. فقط ملاحظاتی در باب گروههای توپولوژیک بود و هنوزاز فضاهای همگن صحبتی 
نکرده‌ايم. اکنون برخی اشیاء ریاضی نظیر 4 در × یا بر یا به‌گونه‌ای مر بوط به × و ساختارآن را در 
نظر می‌گیریم: به‌عنوان مثالء یک زیر مجموعة × C‏ 4۵ یا یک تابع € + × : 4 ویا درواقع هر 
چیزی که برایش معنی داشته باشد که بگوییم: ۸ به وسیلاةً عضو ) > و به چیز مشابهی چون 94 تبدیل 
می‌شود و 94 نیز به‌کمک € > به ۸9(4) تبدیل می‌شود. برای یک زیر مجموعڈ × C‏ 94۰4 
فقط نگارة 4 است. در حالتی که برای یک تابع € ¬ × : 44 وتابع© بت × 4۰97۱۰ خواهد 
بود و به‌همین ترتیب در سایر موارد. اکنون دیده می‌شود که محموعة (۸4 = شو6 € و) = dH‏ 
متشکل از عضوهایی که 4 را به خود 4 تبدیل می‌کنند. یک زیرگروه € است. و می‌توان فضای همگن 
7 را به‌گونه‌ای طبیعی به‌عنوان فضای کله موضعهایی در نظر گرفت که 4 می‌نواند تحت تبدیلات 
وابسته به اعضای مختلف ) اختیار کند. به‌عنوان یک مثال ساده ازاین فرایند گیر یم ( + ۵)۸ = 6 
RF xR",‏ = × و4 زیر فضای ه × 8 باشد. ماتریسهای متعامدی که ۵ × 8 را به خودش 


1. homogeneous space 


جند مثال: نضاهای همگن  ۴٩۹‏ 


بدل می‌کنند, دقیقاً بهشکل زیر هستند: 


زا ۱ 


اه ۱ 


که درآن hn € oF)‏ و( € ۱ دراین حالت» داریم ( +00 ()0 gH = 00: x‏ 
فضای همگن (۵)0 × (0)۸/(( + 0)۸ به «خمينة گراسمانی»' زیرفضاهای ‏ بعدی در R”**‏ 
موسوم است. مثلا در حالت ۱ = ۸ فضای همگن (0):0 × (۱(/۵)۱ + 0)7. فضای تصویری 
حقیقی معروف ”۸۳ متشکل از خطوط مستقیم گذرنده بر مبداً در ۱ **1۳ است. 

کون وسال باز می‌گردیم. جه بسا اتفاق می‌افتد که یک جنین «فضای موضعی» است که 
اساسا مورد علاقة ماست. و پیداکردن گروههای € و آ. بهگونه‌ای که بتوان این فضا را به شکل فضای 
همگن ٩/۳‏ نشان داد. نخستین گام ما در مطالعة آن خواهد بود. 

با این مقدمه, نخستین دیدگاهی رکه فضاهای همگن را به نظر ما جالب جلوه می‌دهند» تا حدّی 
مبهم توضیح دادم. یک دیدگاه دوم ( که فضاهای همگن را به‌عنوان «مدارات» مطرح می‌کند)» موضوع 
بخش آینده خواهد بود. اکنون می خواهم به دیدگاه سومی که کاملاً عمیق است اشاره کنم. به‌طور خیلی 
کلی, یکی ازاصول بنیادی دربررسی اشیاء هندسی پیچیده» تجزیة آنها به اجزاء ساده‌ترو مطالعة قوانینی 
است که براساس آنها بتوان کل شیء را از روی اجزای آن دوباره ساخت. یک شی آن؛ تجزیة فضا به 
«تار»" هایی مشابه همدیگر است. اما قواعدی که براساس آنهاء این تارهای مشابه می‌توانند مجدداً 
به‌صورت «کلافهای تاری» " گرد آیند. به وسیلة یک گروه توپولوژیک یعنی «گروه ساختاری»" » معین 
می‌شود. و در رابطه با این گروههای ساختاری, فضاهای همگن دوباره وارد صحنه می‌شوند. مثلا 
خمینه‌های گراسمانی (0)1 × (:0)1/(: + 0)۸ در رده‌بندی کلافهای برداری* نقش عمده‌ای 
بازی می‌کنند. و اطلاعاتی که از این فنضاهای همگن (یعنی خمینه‌های گراسمانی) به‌دست می‌دهند. 
به‌عنوان یک واسطه, در تجزیه و تحلیل کلافهای برداری به‌کار می‌روند. و کلافهای برداری نیز به نوب 
خود ... ولی ادامة بحث» مارا از زمينة اصلی دور خواهد کرد. فقط اجازه بدهید یک نکتۀ دیگر را 
هم اضافه کنم: فضاهای همگن, چنانچه در بالا اشاره شد علاوه برآنکه ابزار مفیدی درانجام هدفهای 


1. Grassmannian manifold 2. fibers 3. fiber bundles 
4. structure group 5. vector bundles 


° توپولوژی خارح‌قسمت 
مستقیم‌اند. به خودی خود نیزبه‌عنوان اشیاء هندسی شایان توجه‌انده ازاین لحاظ که هم بسیارمتنوعح‌اند و 
هم. به‌عنوان گروههای خارج قسمت روشهای نظر ی گروههای توپولوژیک (و حتی گروههایی با ساختار 
غنی‌تر) را می‌بد برند. «فضاهای متقارن»" در هندسة ریمانی نمونه‌های 7 هستند. 
۴ 

مطالب فوق مارا از حوزة توپولوژی نقطه - محموعه دورکردند: هدف سادة من که متقاعد ساختن 
شما به پیدایش واقعی فضاهای همگن درریاضیات بود شاید برآورده شده باشد, ومی‌توانیم اندک‌اندک 
هزم اصلی خودبرگرديم. 
است هاوسدورف بودن این فضاها در حالت کلی بعید به‌نظر آید ولی برای فضاهای همگن» محک 


بسیار روشن زیر برقرار است: 


لم. یک فضای همگن 7/17 هاوسدورف است اگر وتتها اگر ل در € بسته باشد. (برای اثبات 


شدای دقوار کته a‏ یور ناگی [7]): 


اگر 7 یک فضای برداری توپولوژیک و ,7 یک زیر فضای آن باشد. خارج قسمت ,£ / 0 با 
توپولوژی خارج قسمت. نیزیک فضای برداری توپولوژیک است. ا زآنجاکه م7 یعنی بستارم 7 نیزیک 
زیرفضای برداری ٤‏ است؛ لم فوق ایجاب می‌کند که فضای E/E.‏ همواره یک فضای هاوسدورف 
باشد. به ویژه, فضای (0) / 7 که فضای هاوسدورف وابسته به 77 نامیده می‌شود. مثلا چنانچه توپولوژی 
8 با یک نیمنرم |۰۰ | تعریف شده باشد, خواهیم داشت: [ه = ||[13 € ) = (2) و|۰۰ | معّف 
یک نرم روی فضای (17/]0 است. 


۵. جند مثال: نضاهای مداری 


تعر یف. گیریم € یک گروه توپولوژیک باشد و × یک فضای توپولوژیک. منظوراز یک عمل 
پيوستة € روی × نگاشتی پیوسنه است مانند 


Gx X ¬ XK, (ه,و)‎ ¬ gz 


به‌قسمی که دواصل زیر برقرار باشد: 
اصل ۱. برای هر 26 € 2 ,2 = ۱2. 


1. symmetric spaces 


جند مثال: نضاهای مداری ‏ ۵۱۲ 


اصل ۲ برای هر × € 1 و هر × € 9۲ 0۱۲(۱) = (0۲2) 0۱. 


پس. هر 9 معرّف یک نگاشت :92 + از × در خود × است» ودواصل فوق بیان می‌کنند که این 
تناظر یک همریختی گروه ٩‏ درگروه نگاشتهای دوسویی × روی خودش است. نگارة این همریختی؛ 
لل وک ا بت xX‏ مار در کرو همسانر یختیهای × در خود × قرار دارد. 


تعر یف( - فضا). منظور از یک € ۔ فضا" » زوجی است متشکل از یک فضای توپولوژیک 


€ - خمینه‌های دیفرانسیلپذیر! نیز به‌طور مشابه تعریف می‌شوند: در این‌صورت. € نه تنها یک 
گروه توپولوژ یک بلکه درواقع یک گروه لین استت (یعتی 6 خمینه‌ای است دیفرانسلیدیرونکاشت 


GxG ¬+ G@, (a,b) با‎ ab ' 


دیفرانسیلپدذیر است)؛ همچنین × نه‌تنها یک فضای توپولوژیک» بلکه در واقع خمینه‌ای است 
دیفرانسیلپدین و عمل 2۶ + 2۶ × نه تنها پیوسته» بلکه دیفرانسیلپذیر خواهد بود. 

6 - فضاها وبه‌ویژه ٩‏ - خمینه‌ها موضوع نظر به‌گسترده‌ای هستند به نام نظر یه‌گروههای تبدیلات'. 
مسلماً دراینجا قادر نیستیم به بررسی عمیق این نظریه بپردازیم اما یک جنبة کوجکی از آن» در رابطه 
با این فصل» به ما مر بوط می‌شود. این جنبهآن‌است که توپولوژی خارج‌قسمت از نخستین مفاهیمی 
است که در € - فضاها نقشی به‌عهده می‌گیرد. هم| کنون, این مطلب را شرح می‌دهیم. 


تعریف (مدار). اگر × یک 6#-فضاو × 6 2 نقطه‌ای از آن باشد» مجموعة 
(6 € و|zو]‏ =: »€ رامدار“ یا مسیر" ت می‌نامند. 


ا ایند ار کارت اس از وغ تقاط که می وا رام عمل اعضای سای کو ان 
نقاط برده شود. بویژه چنانچه € گروه جمعی اعداد حقیقی (+ ,8) باشد, آنگاه یک 60 - عمل عیناً 
ل بک سارن (يافلو ) (در نظرية معادلات دیفرانسیل معمولی و انتگرال میدانهای برداری) است. 
مدارها عبارت‌اند از نگارة خمهای انتگرال و یا مسیرهای شارش, و از همین جاء واژة «مسیر» به قياس 


1. G-space 2. Differentiable G-manifolds 3. Lie group 
4. theory of transformation groups 5. orbit 6. trajectory T7. flow 


برای هرگروه دلخواه نیز تعمیم یافته است. 


مدارها رده‌های هم‌ارزی برای رابطة هم‌ارزی نم هستند که چنین تعریف می‌شود: 


۲ 2 6,۷ 6 2 چسه: ۷ بح : *. پس می‌توانیم توپولوژی خارج‌قسمت را روی مجموعة 


مدارها در نظر بگیریم. 


خارج قسمت» فضای مداری" نام دارد و با نماد 2/62 نشان داده می‌شود. 


برای روشن کردن مطلب فضای مداری را برای یک مثال ساده «محاسیه» می‌کنیم: منظوراین‌است 
که یک همسانریختی بین این فضای مداری ویک فضای توپولوژیک شناخته شده پیدا می‌کنیم. فروض 
کنیم (50)۳ = 7).گروه دورانهای "18 حول مبدا باشد. و × کرۂیکۂ (۱ = || |1۳ > «) = 5۲. 
گر 6 - عمل روی × را دوران حول محور ۲ یعنی 


G(T Try Br) = )0 0۱:۲ و(‎ ty) 


بگيريم در این‌صورت مدارها عبارت خواهند بود از دو قطب و دایره‌های موازی. معرزف عرضهای 
جغرافیایی. 


1. orbit space 


حند مثال: نضاهای مداری ۵۲ 
گزاره. [۱,۱-] = 5۱/6 


SEN 


به قسمی که نمودار زیر تعویضپدیر است: 
$ 


SE Eb] 
به‌علاوه. نگاشت بر آشکارا یک نگاشت دوسویی است. پس, بنابر بخش ۰۲ ۴۲ پیوسته نیز هست. اما‎ 
فشرده است. زیرا نگار؛ پیوستة مجموعة فشرد؛ "5 است و [۱ ,۱-] هاوسدورف. پس پتابر‎ 6 
)[ قضية پایان فصل 7۲۰۱ یک همسانریختی است. همان جبزی که می خواستیم.‎ 


سرانجام» نگاهی به خود مدارها می‌اندازیم ویک توپولوژی خارج قسمت هم روی آنها پیدا می‌کنيم. 


تعریف (پایدارساز). فرض کنیم ٭ یک ٩‏ - فضا باشد و 26 € 2. مجموعة 
x}‏ = «و6 € و) =: .0 


را پایدارساز پاگروه تكروندي" نقطة 2 می‌نامیم. 


تبصره. تناظر ہو «۲ 906 معرّف یک نگاشت دوسویی پیوسته از فضای همگن / بروی 
مدار €2 است. 

برهان. نخست ملاحظه کنیم که «9 + .)و واقعاً به پیدایش یک نگاشت خوشتعریف 
€ +¬ ,2/65 منجر می‌شود ز برا برابری ,۱ = € و مستلزم برابری 96 = « به‌ازای مقداری از 
€ € ۵ است. و در نتیجه 92 = 902 = ٭۸. آشکار| دیده می‌شود که این نگاشت نگاشتی است 
پوشاء ویک‌به‌یک نیزهست ز برا برابری ۸ = 90 مستلزم ته = ۳۱9 است.,درنتیجه ,6 € 7۱9 
و .96 = ,۰20 پیوستگی آن ازبخش ۲ نتیجه می‌شود. زیرا نگاشت مرکب 6 ,6/6 ج @ 


J. stabilizer 2. isotropy group 


آنچه گفته شد ارتباط تنگاتنگ میان مدارها و فضاهای همگن را می‌رساند. حال اگر حالت ویژه‌ای 
راکه € فشرده و × هاوسدورف است, در نظر بگیر یم» آنگاه ,67/0 فشرده خواهد بود زیرا نگارة پيوستة 
€ است. بنابراین, €4 به‌عنوان زیرفضایی از یک فضای هاوسدورف. فضایی است هاوسدورف و 
به‌موجب قضیة آخر فصل ۱. ملاحظه می‌شود که 63 + ,6/6 یک همسانریختی است: بنابراین 
مدارها واقعاً فضاهای همگن «هستند». 


۶ چند مثال: فروریزی یک زیرفضا به یک نقطه 

تاکنون مثالهایی از توپولوژی خارج قسمت را بررسی کرده‌ايم که به سّت متداول ریاضیات. بادادن 
توپولوژی معلومی به شیبی که قبلا به نحوی معلوم بوده, «خودبه‌خود» پیدا می‌شدند. در بخشهای ۶ و 
۷ با عمل خارج قسمت بیشتر به‌صورت فن ظریفی برخورد می‌کنیم که طبق هدفها و مقاصدی معیّن 
برای ساختن فضاهای توپولوزیک جدیدی با ویژگیهای مطلوب به‌کار برده می‌شود. 


تعر یف. فرض‌کنیم × یک فضای تویولوژیک و4 زیرفضایی ناتهی ازآن باشد. منظوراز 4 / × 
فضای خارج قسمتِ بح /2 است. که درآن مرح رابطة هم‌ارزی است که توسط ضابطة زیر تعریف 
شده است: ۱ 


(2 ول هردو عضو 4۸ هستند) با و = 7 جه: رو ره نز 


بنابراین, رده‌های هم‌ارزی عبارت‌اند از مجموعة ۸4 و مجموعه‌های تک نقطه‌ای که در ۸ نیستند. 
پس, در فضای خارج قسمت ۸ به‌عنوان یک نقطه منظور می‌شود. درحالی‌که مجموعة متمم 
۸ بدون تغییر, یعنی همان‌گونه که در × بوده. باقی می‌ماند. اتفاقاً از اینجامعلوم می‌شود که چرا؛ 
در حالت خاض 2 = 4 توافق شده است که فضای 1/0 به‌شکل (یک نقطه) + × =: 1۲/۵ 
نشان داده شود. فرایند رفتن از ۴ به 26/4» فروریزی" 4 به یک نقطه نامیده می‌شود. 

البته. به‌طور مشابه. می‌توان به فروریزی جندین زیرفضا به چند نقطه اشاره کرد. اکنون نمادگذاری 
مناسبی را برای این فرایند می‌آوریم: 


تعریف. اگر × یک فضای توپولوژیک و × > 4 ,۸۱,۰۰۰ زیر مجموعه‌هایی ناتهی و جدا 
از هم باشند. منظوراز ,4 , 26/۸4,۰۰۰ فضای خارج قسمت حاصل از رابطة هم‌ارزی زیر است: 
(#ای جنان هست که 2 و ل هردو عضو :4 باشند) با و = « چه: رز مه 1 


1. collapsing 


چند مثال: فروریزی یک زیرفضا به یک نقطه ‏ ۵۵ 

تبضره. همان‌گونه که قبلاً در بخش ۳ خاطر نشان شد. فضای ۸4 , 21/4۱,۰۰۰ فقط وقتی 
می‌تواند فضای هاوسدورف باشد, که :4ها همگی بسته باشند. در فضاهای «مناسب», این شرط. 
شرط کافی نیز هست. متلا می‌توان به‌سادگی اثبات کرد که اگر ۷ متریکپذیر و بها بسته باشنده 
,4 , 4,۰۰۰ /× یک فضای هاوسدورف است. البته, نکتۀ ضروری آن‌است که فقط تعدادی متناهی 
ردة هم‌ارزی با بیش از یک نقطه داشته باشیم. وگرنه به مثال نقضی که در بخش ۳ دیده بودیم. 


برمی حوریم. 
مثال ۰۱ (مخروط روی یک مجموعه! .) فر ضکنیم ۲ یک فضای توپولوژیک باشد. دراین‌صورت 
CX:= X x< [o,1]/X x< |‏ 


ر مخروط روی × می‌نامیم. 


X x1 > X x [0,1] X ۲ ۱ ۲ 


/ 
]0, 1[ 
دید‎ 
CX 
۲ X 


دراینجا بازباید این شکل را فقط به‌عنوان یک نگارة ذهنی در نظرگرفت» اما آیا این انتخاب, به‌عنوان 
یک تاره ذهنی» انتخاب مناسبی است؟ با توجه به آنکه هنگام ساختن فضای ۰2/۸ فضای متقم 
224 دست‌نخورده باقی می‌ماند. آیا نمی‌بایست مخروط ر به‌شکل: 


X xleCX 


زیراء بنابر تعر یف توپولوژی خارج قسمت» باید نگارة وارون هر همسایگی رأس مخروط, یک همسایگی 


1. cone over a set 


۵۶ توپولوزی خارح قسمت 


۱ × 2 یعنی «دریچة» ' استوانه باشد واین هم فقط درشکل نخست حاصل می‌شود؛ نه درشکل دوم. 


X xtc 1۲ x [0,1] 


نماپش غلط نمایش صحیح 
واماء این واقعیت نیز که تغیبری در متمم دریچۀ استوانه پدید نمی‌آید. در شکل نخست به‌طور کامل 
رعایت شده است. زیرا این شکل به‌خوبی نشان می دهد که تصویر متعارف 7 یک همسانریختی از 
۱ × |[ ,0] × 2 برروی (۱ × ×{ \ 0 به‌دست می‌دهد. 
مثال ۲. (فضای تعلیقی). به‌ازای هر فضای توپولوژیک ٭؛ فضای ۲ ر< با ضابطة 


 ]-۱, ۱۱/26 < )-۱(, 2۲ x< )۱(‏ کر :2 زر 


را فضای تعلیقی " × یا مخروط دوگانه " روی × می‌نامند. 


2 x1 
IX 
1 
وس‎ 
X ۲ 0 
2 «> )- 1( 


مثال ۳. گاهی, بنابهدلایلی؛ روی فقط بخشی از فضای × یک مخروط بنا می‌کنیم» اماکل فنضای 
× را به‌عنوان «زمینة» این ساختمان محفوظ نگه می‌داریم. دقیقتر بگوییم. جنانجه × C‏ ۸4۸ منظور 
ما از × C۸‏ فضای خارج‌قسمت ۱ × ۱[(/4,ہ] × ۸ لاہ × ٭) است. 


۸4 
نش رت تن سس تست چ تست 
suspension 3. double cone over X‏ .2 0 .1 


جند مثال: فروریزی یک زیرفضا به یک نقطه ۵۷ 


مثال ۴. ( حاصلضرب گووه‌یی و حاصلضرب رخلی). فضاهای توپولوژیک × و ل ونقاط ثابت 
Yg ie E X‏ € را در نظر می‌گيريم. منظور از حاصلضرب ۳ 1 در ۷ که آن را با 
نماد ۲ ۷ ۶ نمایش می‌دهیم؛ زیرفضای ۲ × ہت لا مل × × از فضای حاصلضرب ۲ × ۸ 


اسشتا: 


Xo 


متظوراز حاصلضرب زغلی که با نماد ۲ ۸ ۸۲ نمایش داده می‌شود» فضای خارج‌قسمت 
V۲‏ ۲ 2 است. 

مثال ۵. (فضای توم" ) فرض کنیم 77 یک کلاف‌برداری متریک ریمانی, 8( و 57 بهترتیب 
کلاف قرصی" وکلاف کروی" وابسته به 17 باشند که چنین تعریف می‌شوند: 


DE:= )« CEE} lull > ۱( 
SE:= {ue E| || = ۱( 


همة این ساختمانها در توپولوژی جبری ظاهر می‌شوند. اما حالا نمی‌توانم بگویم به چه منظوری 
به‌کار برده می شوند. و می‌پذبرم با مطالبی که تاکنون دیده‌ايم نمی‌توان حتی آخر ین مثال را درک کرد - اما 
من آن را فقط برای «روز مبادا» در اینجا گنجاندم. با این وحود محزار یل به ساده‌ترین حالت این منال. 
یعنی حالتی که کلاف 7 فقط یک «تار» دارد: "® = ۳ نظر دقیقتری بيندازيم. دراین حالت, 117 
گوی بستة *(1, و 517 کرة ٩7-۱‏ است. ببینیم از فروریزی همة مرزگوی به یک نقطه, چه فضایی 
به‌دست می‌آید؟ بله؟ یک فضای همسانر یخت با کرة ٩‏ بعدی ”5. برای اثبات. یک نگاشت پيوستة 
 : 1 ¬+ ۳‏ چنان اختیار می‌کنيم که 5۳۱ یعنی مرز *(] را به قطب جنوب, « ببرد وگوی باز 
۱ را به‌شکل دوسویی روی 9*۱ بنگارد (یک مثال ازاین‌گونه نگاشت f‏ نگاشتی است 
که شعاعهای گوی‌باز را به‌طریق عادی روی نیمدایره‌های عظیمة" (یعنی «نصف‌النهار" های») گذرنده 
بر قطب شمال و جنوب می‌نگارد). 


1. wedge product 2. smash product 
ریاضیدان معاصر فرانسوی.‎ René "hom رنه توم‎ «Thom space . ۳ 


4A. disc bundle 5. sphere bundle 6. great semicircles 7. meridians 


۵۸ توپولوژی خارح‌قسمت 


سسس؛ بەکمک ا یک نگاشت دوسویی 9 ِ موز ۱ : 4 به دست می‌آوریم که در شرط 


/ 


۸۱/۸ ۰ 1 n 


ەم = کر صدق کند: 


بنایرآنجه که در بخش ۲ دیده شد می‌دانیم ‏ پیوسته است» و بنابراین درواقع یک همسانر یختی است؛ 
زان کاش ی انیت دوسویی از فضای فشردة pg‏ برروی) فضای هاوسدورف 9 


۷ چند مثال: چسباندن فضاهای توپولوژیک به یکدیگر 

تعریف. فرض کنیم × و ۲ فضاهای توپولوژیک باشند و ,7۲ یک زیرفضای ٭ باشد و 
۲ ¬ م26 : م یک نگاشت پیوسته. رابطة هم‌ارزی بح را که توسط (:2)م نہ ته برای هر ,26 > ٩‏ 
پدید می‌آید روی فضای ۷ + × در نظر می‌گیریم و فضای خارج قسمت نہ 17 + ٭ را با نماد 
۲ ہلا ۲ نمایش می‌دهیم. همچنین گفته می‌شود که × ہلا ۲ از منضم کردن" یا چسباندن" × 
به ۲ از راہ نگاشت چسباننده" ص و یا ازیکی گرفتن" نقاط ,× ع ‏ با نگارة آنها تحت م یعنی 


به‌عنوان احتیاط دراینجا نیزتوضیح خود را تکرا رمی‌کنم: رده‌های هم ارزی پا یک نقطه دارند ( هر نقطه 
از 1 + که نه به م متعلق باشد ونه به (,26)).ویا بهشکل 2+۲ (9) + (۲)۷ ب هستند. 


1. attaching 2. gluing 3. attaching map 4. identifying - 


چند مثال: چسباندن فضاهای توپولوژیک به یکدیگر ۵٩‏ 


میک فضای ”0 ہلا × از«چسباندن یک حجرہ' » به 2 بەوسيلة گا شنت حسبانندة م به‌دست 


اه اشت: 


(در فصل هفتم. مجتمعهای 1 یا «ضعیف - توپولوژي متناهی - بستار»» مجدداً از چسباندن 
حجره‌ها سخن خواهیم گفت). 

ببینیم رابطة بین «بلوکهای ساختمانی» × و با فضای ۲ ,لا × چیست؟ از آنجا که هیچ دو 
نقطة متمایز ۷ با هم یکی گرفته نمی‌شوند. همواره ۷ به‌گونه‌ای متعارف» جزء × ملا ۲ است. و با 
دقیقتر بگوييم, نگاشت متعارف × لا ۷ ¬ ۷ + 6 > ۷ یک‌به‌یک است. و درنتیجه ازنوشتن 
× ولا ۲ > ۲ هیچ گونه سوءتفاهمی حاصل نمی‌شود. و به‌علاوه دلیلی هم برای این نوع نوشتن 
هست. زیر با بیان × ہلا ۷ -> ١‏ توپولوژی زیرفضایی که ۲ از ہلا 1 می‌گیرد با توپولوژی اولية 
خود فضای ۷ یکی خواهد بود که اثبات این مطلب ساده است (باید از پیوستگی م استفاده کنید). 
پس, به خاطر بسپار یم: 


نکته. ۲ به‌طور متعارف زیرفضای × ہلا ۷ است. 


البته, حکم فوق در مورد حرع جسبیده یعنی × دیگر صادق تست هر جند مجموعة 
متمم ,26۱2 زیرفضای × ہلا ۷ است. اما ممکن است خود 16 براثر نگاشت پيوستة متعارف 
ولا ات را ریات فاعفن اکن شا | کر ۷ متتصربه یک فة یت 
باشد. فضای 6 ,لا (نقطه) دقیقاً همان فضای 2/6 است که در بخش ۶ تعریف شد. 


1 


۰ 
Y u, X 


1. cell 


٥‏ وپولوژی خارج قسمت 

ولی اگر ب یک همسانر یختی از × بروی زیرفضائی چون × > ول باشد, و و د ول : ۷ 
را وارون این همسانریختی بنامیم, آشکارا خواهیم داشت ۷ ہلا × = ٭ ہلا ۷ وبنابر نکنة فوق؛ 
نوع‌آند: 

مثال ۲. حسباندن TE‏ × رل به یک خمینة مرزدار" ۸ بعدی» بەکمک یک 
یی 0 0a‏ ان در نظریهمورشی ضورت کر فته اس بر هغتواخ 
مثال» رجوع شود به مرجع[۱۴]): 


M. = f 7۱) ۰۵, a] 


جنانچه قرار دهیم [و ,۵6-)۱/ =: ,2 در این‌صورت. عبور از یک «نقطة بحرانی»" اساساً با 
جسباندن یک دسته هم‌ارزاست: 


M, = Ma U, (D* x D"7*) 


مثال ۳ تین دیفرانسیل» «حاصل جمع همبند» دو خمينة ۱ Mr‏ را که با نماد 
۷ نمایش می‌دهند. به‌شکل زیر تعریف می‌کنند: 


MyM, س‎ (Mr\pr) ول‎ )۷۲۱۱۵۱( ۱ 


خمینه‌های حاصل را توسط یک نگاشت مناسب ‏ به‌هم می چسبانند (رجوع شود به مرجع [۳] ص 
۳۲ 


1. handle 2. with boundary 3. Morse 4. critical point 


چند مثال: چسباندن فضاهای توپولوژیک به یکدیگر ۶۱ 


دو خمينة مفروض 


آماده کردن 


سوراح کردن 


پس از جسباندن 


۸۷ # M? 


بح /۷ + 7 را تشکیل می‌دادیم. همچنین» می‌توان یک فضای 2 را به راههای گوناگون به خودش 
چسباند. بدین طریق که به کمک یک نگاشت برخی از نقاط فضای ٭ رابا برخی دیگرازنقاط ‏ باهم 
«یکی گرفت» که عیناً مثل این‌است که یک رابطة هم‌ارزی گرفته‌ایم و سپس به فضای خارج‌قسمت 


۲ توپولوژی خارح قسمت 


نہ /٭ رسیده‌ايم. دو مثال معروف نوار موبیوس" و بطری کلاین" » از این قبیل‌اند. چون قصد داریم 
ذیلااین دو مثال را شرح دهیم. نمادگذاری زیر را وارد می‌کنيم: 

نمادگذاری. فرض می‌کنیم × یک فضایی توپولوژیک و × +- × : + یک همسانریختی 
باشد. منظور از ۱(/0 ,0] × . فضای خارج قسمتِ [0:۱] × × برآن‌رابطة هم‌ارزی است که 
با (۵)2(,۱) سح (,ند) تعریف می‌شود. که به ویژه معنی آن این‌است که همة نقطه‌های دیگر 
(۱.)۵,1 > 1 > 0 فقط با خودشان هم‌ارزند. 

مثال ۴. (نوار موبیوس). اگر [۱ ,۱-] = × و ه- =: () آنگاه 0,۱(/۵] × × با نوار 


مثال ۵. (بطری کلاین). گیر یم ۱ +- 5 : » نگاشت تقارن نسبت به محور ها باشد, یعنی 
7 =: (2) که 5۲ دایرژیکه در صفحة مختلط یعنی (۱ = |)) € 2) =: 5۱ منظور شده 
ات دراین‌صورت. 
S' x [o, ۵‏ 
با «بطری کلاین» همسانر یخت است. 
تجسم بطری کلاین ذاتاً آسان نیست» زیرا هیچ زیرفضایی از فضای سه‌بعدی RB"‏ باآن همسانر بخت 
نیست. برای آنکه ببینیم «به چه می‌ماند». بايد به ترفند «مقطع ظاهری»" متوسل شویم. برای تجسم 


این ترفند, به‌شکل زير توجه کنید: 


1. Möbius strip 2. Klein bottle 3. apparent intersection 


جند مثال: جسباندن فضاهای توپولوژیک به یکدیگر ۶۳ 


معمولاً آنرا جنین تعبیر می‌کنیم: زیر مجموعه‌ای است از "۴ حاصل از اجتماع یک مستطیل ویک 
قیف که در یک دایره همدیگر را قطع می‌کنند. اما, جنانچه از ما خواسته شود که فقط این مقطع را که 
ظاهر شده است در نظر بگیریم. در آن صورت شکل فوق معنای کاملاً متفاوتی پیدا می‌کند. دیگر به 
هیچ‌وجه آن زیر مجموعة "18 نیست, بلکه مسلماً تلاشی است ناقص برای نمایش فضای حاصلجمع 
توپولوژیک و لذا جدا از هم مستطیل و قیف. پس» دراین فضاء این دایره دوبار منظور می‌شود: یک‌بار 
در مستطیل و یک‌بار در قیف. برخلاف آنچه که د رآغان شکل فوق به ذهن ما القاکرده است» دیگر 
نمی‌توان به‌گونه‌ای پیوسته از قیف به مستطیل رسید. 

اگر می خواهید به شيوة ملموستری به‌اين پدیده بیندیشید» فضای مسأله را زیرفضایی از "18 تصور 
کنید واین شکل را تصویرآن فضا روی0 × "18. می‌توان فرض کرد که مستطیل مورد بحث‌کلا در فضای 
0 × "® قرار دارد و برای قیف هم. مختص چهارم نامرتی آن اساسا صفر است. جز در پیرامون مقطع 


ظاهری که مثبت خواهد بود. جنین موقعیتی را می‌توان؛ به قباس دو- بعدی» درشکل زير روشن نمود: 


مقطع ظاهری 

ولی هنگامی‌که برای درک بعضی از ویژگیهای فضای مفروضی می‌خواهید از شکلی حاصل از 
مقاطع ظاهری استفاده کنید. متوجه خواهید شد که اصلاً نیازی به‌اين بعد چهارم کمکی ندارید. بلکه 
فقط کافی است که آمادگی داشته باشید دو جزء مقطع ظاهری را ذهناً از هم حدا کنید. 

دراین باب می‌توانیم یک استوانة [۱ x o,‏ 5 مجهز به یک خود - بري ظاهری به شکل(۶) را 
که به‌تدریج ازشکل (۱ ) به‌دست آمده چنین مجشم کنیم: 


6 لاك 


۶۴ تویولوژی خارج قسمت 


دررشتة (۱) ا (۶). حرکت دزاین جهت است که نشان دهد کدام نقطة (۱) متناظر با کدام نقطة (۶) 
است. «ته» شکل(۱) درگذراز (۱) به (۶) صرف‌نظر از انتقال و باریک شدن انتهاء «تا» می‌شود و 
دقیقاً یک باراز محورواصل په نقاط (,۱) و (۱,0-) عبور می‌کند. بنابراین در (۶) زوحهایی که 
قرار است با هم یکین گرفته شونده ی (2:0) و (2:۱):دقیتا در مقابل همدیگر قرار می‌گیرنده و 


)2,1( 
کک‎ 5۱ x1 
د ا‎ 
(1.1) 
(2,0) 
(1, 0( S1 x0 


کافی است دايرة مرزی داخلی را اندکی بزرگ کنیم تا بر دایرة بزرگتر منطبق شود و بدین ترتیب» تجشمی 
فضایی از رابطة هم‌ارزی یکی‌گیری» که منجر به تعریف بطری کلاین می‌شود. حاصل آید. جزاین نکته 
که نمی خواهیم محل بخیه به‌صورت لبة تیزی درآید (دلیلی ندارد که متمایز از به «مدارها»" مجشم 
شود). در نتیجه, به‌روش زیر عمل می‌کنيم: 


)۷( (۸) (٩) )۱۰( 


پس, آنجه در (۱۰) په‌دست آورده‌ايم. بطری کلاین است. که با یک خود - بري ظاهری, کاملا نمابانده 


1. parallels of latitude 


چند مثال: جسباندن فضاهای توپولوژیک به یکدیگر ۰ ۶۵ 


حال» اگراین اسباب پیجیده را برای دیدن چگونگی درون آن به دونیمه کنیم» وسپس هریک ازدو 


نیمة مقطع ظاهری را با دقت از هم بازکنیم» پس از اندکی صافکاری و هموارسازی, دو نوار موبیوس 


باز ازنو اگرفرایند عکس را دنبال کنیم: می‌بینیم که با چسباندن دونوارموبیوس 1 در طول مرزهایشان» 


M Ura, M 2 K 


E A A E وبا چم باس تودانن‎ 


شبیه این باشد: نخست نگاشتی به‌صورت زیر تعریف می‌کنيم: 
(I1, ۱| x ]0,۱[( + ([=1, 1| x [o, 1|) —> S x ]0,۱[‏ 
بدین طریق که برای جمعیدة اول. می نو یسیم 
(EE)‏ جا (0,1) 
و برای جمعيدة دوم 


Oa EET 


۶۶ نویولوژی خارح‌قسمت 


سپس ثابت می‌کنيم که این بیان به پیدایش یک نگاشت دوسوبی خوشتعر بف: K‏ پوس M Udo M‏ 
منحر می‌شود. بعك با استفاده از یکتا بخش ۰۲ ی این نکاشت دوسویی را ثابت می‌کنيم و 
سرانجام قضية آخر فصل اول را که می‌گوید یک نگاشت دوسویی پیوسته ازیک فضای فشرده به یک 
* 

غالباً در مخالفت با استدلال شهودی فضایی. جنین گفته می‌شود که این نوع استدلال در واقع 
یک استدلال نیسمت» بلکه فتط تاکن مقصود به کمک «حرکات سر و داست» اسات: سش؛ آیا باید 
هرگونه استدلال شهودی را کنار بگذاریم؟ مسلماً نها زمانی‌که این اسستدلال از تشتوانة استاندة طلاین 
برخانهای فزی یرخوردا ر اسک اجازه نامة ارزشتمند اسفاده آز خرکات سر و دست کیک کرانبهایین. یه 


مطالب این فصل درواقع مر بوط به متر یک فضاهای متری است, ونه فقط توپولوژییی که متریک به‌این 


فضاها می‌دهد؛ ولی عادت براین حاری» و بجا نیز هست. که فضاهای متری در رده‌بندی تویولوژی 


۶۸ تکمیل نضاهای متری 


نقطه - مجموعه مورد مطالعه قرارگیرد. ولی ما در مورد این تفاوت, تعصبی نشان نمی‌دهیم. 

یادآوری می‌کنيم که یک دنبالة بر( ,5) از نقاط یک فضای متری (4 ,۲.) را دنبال کوشی" گویند 
شرتاه برای وة کک روا رجو باستلبه‌کریهای که رای حاار 
> > ( 2 ,۵)۸ برقرار باشد. فضای متری (0 ,۲) را کامل' گویند اگر هردنبالة کوشی درآن همگرا 
اشد 

مثل خط حقیقی ® با متریک معمولی |ل - «| =: (/1 ,)4 - جنانچه هردانشجوی ریاضی 
دراوایل تحصیل خود متوجه ( اصل کمال دراعداد حقیقی) خواهد شد - فضایی است کامل؛ ازاین‌رو 
"8 نی با متریک معمولی خود کامل است؛ فضاهای هیلبرت و باناخ» طبق تعر یف کامل‌اند؛ هرفنضای 
متری فشرده, یک فضای متری کامل است. و بالاخره هرگاه ه‌اين نکتة ساده توجه کنیم که هر زیرفضای 
یک فضای متری کامل, یعنی هر زیرمجموعة 26 > 4 بامتریک ۸ < ۸ کامل است اگر و فقط 
اگر ۸ در × بسته باشد. آنگاه می‌توانیم شمار بسیار زیادی مثالهای دیگر به‌دست آوریم. 

پس ازاین یادآوری مختصر منظور ما از تکمیل " یک فضای متری» فرایند آفزودن کمترین نقاط 

به‌یک فضای ناکامل (0 ,21) برای به‌دست آوردن یک فضای کامل (۵ , &) است. 


تعر یف (فضای تکمیلی). فرض کنیم (۵ ,26) یک فضای متری باشد. فضای متری (4 , &) را 
فضای تکمیلی (0 ,×) گویند هرگاه × > × و × × ×| = 4» وبەعلاوە: 

۱) فضای (0 ,٭) کامل باشد. 

۲) × در کہ چگال" باشد. به‌عبارت دیگر 5 بستار × در کی باخود کر برآبر باشد. 


رط دوم د قیقا می کو ید کف زر یک قضای کامل میتیمال ات بک دای کر زر فکای ار اس 
ازآنجاکه × جگال است. هرنقطة «جدید» 2۱26 € 2 حد یک دنبالة ۱<( 2) ازنقاط × است: 
و چنانچه 3 را حدف کنیم؛ دنبالة «ج,م(2) بهیک دنبالة کوشی ناهمگرا در ۶ بدل می‌شود و کمال 
ازبین می‌رود. آیا هرفضای متری را می‌توان تکمیل کرد. واگر چنین است. چند راه برای آن وجود دارد؟ 
در این‌گونه موارد. یک روش سنتی پسندیده آن‌است که نخست به مسألة یکتایی پرداخته شود. درمورد 
مسأل مورد بحث ماء اثبات یکتایی» به‌موجب گزارة زیر خیلی ساده است. 


گزاره (یکتایی فضای تکمیلی). اگر(8 ,) و(0 ,ع) فضاهای تکمیلی فضای متری (4 ,26) 
E EN‏ کتک ییک ا ار تکاشت هبای ات 


1. Cauchy sequence .2. complete 3. completion 4. dense 


تکمیل یک فضای متری ۰ ۶٩‏ 


برهان. :اکر( دنباله‌ای‌کوشی از نقاط 1 باشد. نگارة یرنه صطاً < ۶ براثر جنین طولپایی البته 
باید حد دنبالة (2) فز باشد که» بنابر فرض, وجود دارد. پس, حداکثر یک جنین طولبایی بیشتر 
موجود نیست. برعکس, اگر (:2) و (م0) دو دال کوشی در 2 و 2 ,3 (به‌ترتیب 2 ,) حدود آنها 
E‏ کار 


E mme SA) 


بس ت پیب که توسط 2 جا 2 داده وکوا کو 


همان حیزی که می خواستیم. 1 


باتوجه به مطالب فوق می‌توان گفت که («باتقریب یک طولپایی متعارف») حداکثر یک فضای 
تفای رای زر وود درف و تدش ولل کی ی موا ره وی کیل اضر اش 
ندارده به‌شرط آنکه نخست شدنی بودن آن برما معلوم باشد. هنگامی‌که × زیرفنضایی متری ازیک 
فضای متری کامل ۷ باشد. یافتن یک فضای تکمیلی برای × به طور طبیعی بسیارآسان است: کافی 
است بستار ۶ در ۲ را اختیار کنيم. در مثالهای زین 1 = ,و ۸ در هرمورد زیرفضایی است 
همسانر یخت با :R‏ 

مثال ۰۱ 1۲ = ک کامل است. 


مثال ۲. × یک نیمخط بازاست, که باافزودن یک نقطه تکمیل می‌شود. 


مثال ۲. × بازه‌ای است با زکه باافزودن دو نقطه تکمیل می‌شود. 
و 


مثال ۴. ٥‏ < 2|( 10 ده ,ن)) = × که باافزودن یک باز بسته تکمیل می‌شود. 


X = {(x, sin ln x)|x > O}: 
با یک باز سته کامل شده است‎ 


۰ تکمیل نضاهای منری 


مثال ۵. 


(دایره) ×× 


XxX‏ با یک دایره کامل شده شت 


× خمی است در داخل یک قرص. که با دایرة مرزی تکمیل می‌شود. 

این مثالها راا زآن‌ر و آورده‌ايم تا مستقیماً نشان دهیم که فضاهای همسانر یخت ممکن است فضاهای 
کیان سایق ا شار کی اه اد 

حال به مس الا ساختن فضای تکمیلی یک فضای متری دلخواه ٩(‏ ,26) می‌پردازیم. روشن است 
که باید نقاط تازه‌ای ایجاد کنیم که مقادیر حدی دنباله‌های ناهمگرای کوشی باشند (همان نقاطی که 
قبلا نقاط «آرمانی»" نامیده می‌شدند. و دروأقع» به‌بیان دقیق این نامگذاری مستلزم عدم وجود این 
نقاط بود). به‌علاوه, دو دنبالة ناهمگرای کوشی «حء(0) و اد( ,0) «نقطة حدی آرمانی»" مشترکی 
و دارند اگر و تنھا اگر ٥‏ = نار ای یازا زیا فقط و فقط دراین‌ صورت است که باید 
"دنباله‌های نامبرده حد مشترکی دریک فضای تکمیلی × داشته باشند. 


دنباله‌های هم‌ارز کوشی 


۵ 


(وجود ندارد) 


امااين نقاط 3 را ازکجا پیداکنیم؟ دراین‌گونه موارد. از امکانات «بهشت برین» کانتور (به‌زعم هیلبرت). 
بعنى نظرية مجموعه‌هاء استفاده می‌کنيم: خیلی ساده. یک ردة هم‌ارزی از دنباله‌های ناهمگرای کوشی 
درنظر می‌گيريم و خود همین و همآرزی را به‌عنوان نقطا حدی آرمانی آن ا 


لم (وجود فضای تکمیلی). فرض می‌کنیم (,26) یک فضای متری و مجموعة 


1. ideal points 2. ideal limit point 


تکمیل یک فضای متری ۷١‏ 


دنباله‌های ناهم‌گرای کوشی در 6 باشد. دو دنبالة کوشی (0) و (م0) را هم‌ارز خوانیم هرگاه 
d(2, D,) = o‏ مو م1 مجموعذ چ را به‌عنوان احتماع حدا ازهم نہ 2 + 2و فاصله ت ر 
روی 1 بادستورهای زیر برای هر × > ل ,# و همه رده‌های همارزی [(به)] = 6 و [(مظ)] = ۵ 
در نہ / ۷ تعریف می‌کنيم: 


(ey) : = d(x, 9), 
0), 0( = d(a, a) := lim d(an,#) 


d(a,b) = lim d(2, b,) 


دراین صورت» یک نگاشت خوشتعریف ® +- £ × ۶ : 0 به‌دست می‌آید ب‌گونه‌ای که (4 ,٭) 
تک ی ای( زا 

برهان. ... استدلال ازآن نوع استدلالهایی است که هیچکس نمی‌تواند باشرح و تفصیل بیشتر 
آن‌را روشنتر سازد. به ترنیب ثابت می‌شود که » خوشتع ر یف است. 0 دراصول موضوعة متریک صدق 
می‌کند. × در × چگال است. و سرانجام (۵ , ٭) کامل است. برسبیل احتیاط بگذارید خاطر نشان 
کنم که اعضای یک دنبالة کوشی (,) لازم نیست همگی در ۸ باشند. دنباله‌هایی چون 2:«۸(«<۱) 
را در 2۷ چنان انتخاب می‌کنیم که به‌یکی از دو صورت زیر باشند: یا ,2 = [,حم(2۸)]ء ویا اگر 
× € 2 آنگاه برای هر ۸ء ۵ = ہم 1. دراین‌صورت. به‌ازای یک دنبالة مناسب از اعداد طبیعی 
۰ > ۷ > نا دنبالة احم( ,مم) یک دنبالةکوشی است و (2) به‌سوی حد خود همگرا خواهد 
شد ...همان چیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. [] 


همة ماء هم خواننده و هم مول به‌اين فوت‌وفن کار با رده‌هاي هم‌ارزي دنباله‌هاي ناهمگراي کوشی, 
به‌عنوان یک وسیلة انتقال صوری» ارزش می‌گذاریم» و درعین حال, هیچ‌یک از ما دست از شهود خود 
برنمی‌داریم و تأمل دراین‌باره را که این‌گونه دسته‌های شگفت‌انگیز دنباله‌های کوشی واقعاً نقاط حدّي 
آرمانی هستند. آغاز می‌کنيم. اما ببینید که دستهای نااهل» خصوصاً در مدارس, می‌تواند جه بلاهایی 
پرسر نظر ية مجموعه‌ها بیاورد! . . . بگذریم. مهم نیست. 

در خاتمه. اشارة جانبی مختصری به مس بیان و ارائة مطالب می‌کنیم. می‌توانستیم. شاید به‌طور 
ظریفتره فضای تکمیلی را به‌شیوة زیر تعریف کنیم: فرض می‌کنيم 6 مجموعة همه دنباله‌های (همگرا و 
ناھمگرا)ی کوشی در باشد. قرار می‌دهیم نہ / = £ و (م ,)4 فا = ([«0] «لمه])0. 
دراین‌صورت. ( ,) یک فضای متری کامل است» واگربه × از طریق [«و,,(:2)] ا نه ب‌صورت 
یک زیرمجموعة ۲ «نگاه کنیم» (۵ , ×) یک فضای تکمیلی (0 ,) خواهد بود. (برهان: ...). 


۳ تکمیل نضاهای متری 


زیراه در موارد مشابه, غالبا این نحوة بیان ترجیح داده می‌شود. آیا می‌شود کسی هیأت اعداد مختلط را 
به‌شکل (0 < (| 1 € (ل,2)] 1® =: € مجهز به فلان وبهمان قوانین ترکیب معرفی کند؟ البته 
نه؛ طبعاً 18 =: .© را یک مجموعه می‌گیرند و بقية ماجرا؛ سپس اعلام می‌کنند که بعداً 18 باید از طریق 
(0 ,2) + 2 به‌عنوان یک زیرمجموعة © «منظور شود». معهذا باید اعتراف کنم که هر بار مطلب فوق 
به داتشجویان مبتدی اعلام می‌کنم» احساس ناخرسندی به‌من دست می‌دهد .... 


فرض کنیم (0 ,×) یک فضای متری باشد و ۷  -+‏ : ۶ نگاشتی پیوسته. در چه شرایط و چگونه 
می‌توان ۶ را بهیک نگاشت پيوستة ۷ «- گر  :‏ توسیع داد؟ 


نخست یک تذکر مقدماتی لازم است. حداکثر یک راه برای این توسیع وجود دارد: 


گزاره. فرض می‌کنيم 4 یک فضای توپولوژیک و 4 > زیرمجموعه‌ای چگال باشد. یعنی 
۸4 = ک و فرض می‌کنيم 8 +¬ 4 : و ,ل دو نگاشت پیوسته از 4 به‌یک فضای هاوسدورف 8 
باشند که روی × برهم منطبق‌اند. دراین صورت و = . 

برهان. اگر f‏ و و در نقطه‌ای جون 4 € ه متمایز باشند. آنگاه در تمامی یک همسایگی نقطة .۾ 
مانند ( )و ٩‏ ( ۱)7 متمایز خواهند بود پس × ». واین‌هم متناقض بافرض گزاره است» 
همان چیزی که می خواستیم. [] 


[ (U) U 
h9 
طلست‎ 
7 


در 8: همسایگیهای جدا از هم و ۷ را 
برای (0) و (9)0 انتخاب کرده‌ايم .. . 


ازگزارة فوق به‌ویژه نتیجه می‌شود که یک نگاشت پیوسته ازیک فضای متری 2 به‌یک فضای 
هاوسدورف, حداکثر به‌یک شیوه به فضای تکمیلی ۳4 توسیع داده می‌شود. اماگاهی به هیچ وجه 
توسیع ممکن سست» و درواقع. حنانجه در منالهای زیر دیده می شود دوگونه مانع متفاوت پرسر راه 


وحود دارد: 


تکمیل نگ نگاشت ۷۳ 


مثال ۲: 1۳۱۱ = X = R,Y‏ ,م1۱ = X‏ مثال ۱: 10 = ۲ 18 = X‏ ,18۱6 =( 
در مثال ۱ ۶ در نقطة ه دارای یک «جهش» است و درنتیجه نمی‌تواند توسیع پیوسته داشته باشد. در 
مثال ۰۲ / دارای جهش نیست. اما تنها مقداری که می‌تواند برای یک توسیع پیوسته ضروری باشد. از 
حوزة عکس مقادیر «برداشته» شده است. اکنون فرض می‌کنيم که نیز یک فضای متری باشد و این 
دو مشکل را باافزودن فرضهای مناسبی مرتفع می‌کنيم. برای آنکه تضمین کنیم که حوزة عکس مقادیر 
تابع هیچگونه «حفره‌ای» ندارد. روش سادة ما این‌است که فضای تکمیلی آن‌را درنظر می‌گیریم: و براي 
اجتناب از جهشهای / در نقاط آرمانی» آنرا یکنواخت - پیوسته فرض می‌کنيم. 

یادآوری کنیم که اگر (4 ,×) و (,۲) فضاهای متری باشند, یک نگاشت ۷ + 2 : f‏ را 
یکنواخت - پیوسته" نامند هرگاه برای هره < » 6ای مثبت ۵ < 6 وجود داشته باشد به‌قسمی که 
برای هر × > 9 ,ه باشرط 5 > (9 ,060 نابابری = > ((0) ۶ ب(6) )4 برقرار باشد. 


کل E a A‏ فشابهای وی تاش اب ره یک 
گات کو ا خت کے و ته اشد کرای ضور ته انه( ,&) و( ) به‌تزتیب فضاهای تکمیلی 
( ,)و( ,¥) باشند آنگاہ ر بک و تنهایک توسیع [ TS ET‏ مک ره ر وحوددارد. 

برهان. به علت پیوستگی یکنواخت, دنباله‌های کوشی به دنباله‌های‌کوشی بدل می‌شوند. و هم‌ارزی 
این دنباله‌ها نیز محفوظ می‌مانند. پس» اگر ‏ را باضابطة (مت) ز ووا کے وتوو 
تعریف کنیم, ‏ به‌گونه‌ای خوشتعریف به‌یک نگاشت ۲ «- 5  :‏ توسیع داده می‌شود. که در دستور 
فوق ۱ <«(::3 ) معرّف یک دنبالة ناهمگرای کوشی در × است و حدّهای دو طرف برابری فوق, به ترتیب 
درک و کرفته تسدکی فی وان تعفیق کر دک وتو یی کتو| ختای گوس اسست ره 
همان چیزی که می خواستیم ثابت کنیم. 11 


9 بهطور؟ کدرا باید توحه داشت که e‏ همواره یکنواخت = 6 و 


1. uniformly continuous 


۳ نتکمیل فضاهای متری 


۳ تکمیل تضاهای نرمدار 
تعجب‌آور نیست اگر مفهوم «کمال» درمورد فضاهای تابعی آنالیز آن‌قدر مهم باشد. زیا توابع جالب 
توجه» «حوابهای» هر مسأله‌ای که باشند. غالا بەکمک حدگیری از دنباله‌های تابعی به‌دست می‌آیند. 
همان‌گونه که قبلا در فصل ۲» بخش ۵ خاطر نشان ساختیم» می‌توان از «دنباله‌های کوشی» و درنتیجه 
ازکمال" وعدم كمال" در فضاهای برداری توپولوژیک دلخواه صحبت کرد. چنانچه خواسته باشیم 
چارچوبی اصولی برای این مفاهیم در فضاهای توپولوژیک بناکنیم به مفهوم «فضاهای یکنواخت»" 
کشیده می‌شویم: ساختاری که بین ساختار فضاهای متری و ساختار فضاهای توپولوژیک واقع است 
(هز ای شی باعص یک فشای کر کے است وهای کات عالت خاضی آزیک 
فضای توپولوژیک)» ومی‌توانیم به‌همان طریقی که با فضاهای متری عمل می‌کردیم» به تکمیل فضاهای 
یکنواخت بپردازیم. هرفضای برداری توبولوژیک به طریقی متعارف یک فضای یکنواخت هم هست. 
اماء دراین بخش, ما خود را به فضاهای برداری توپولوژیک نرمدار محدود می‌کنيم. ۱ 

مطلب را با دو سه نکته که جنبة کلی دارند و به‌سادگی قابل اثبات‌اند آغاز می‌کنيم: فضای تکمیلی 
یک فضای نرمدار (|| ۰۰ || ,) به طریقی متعارف یک فضای باناخ ( ]| ۰۰ || ظ) است: ساختار 
فضای برداری روی ا را می‌توان به‌نحوی ظر یف به‌صورت خارج قسمت فضای برداری همة دنباله‌های 
کوشی در ۳ برزیرفضای برداری همة دنباله‌های همگرا به »٥‏ تعریف کرد. تابع نرم 18 - ظ :|| ۰۰ || 
یکنواخت - پیوسته است (6 = ع) و درنتیجه می‌تواند به‌طورپیوسته به 18 «- :]| ۰۰ | که خود نیز 
یک نرم است (بررسی کنید!)؛ توسیع داده شود. و تساوی ]| ل - 2 ||= (ل ,۵)3 برقراراست. فضای 
تکمیلی یک کان اشرب داخلی یا تقاط وای مارت یک ای کارت 
است. ۱ 

نگاشتهای خطی پیوستة ۷ +  : E‏ بین فضاهای برداری نرمذار خودبه‌خود 
یکنواخت - پیوسته‌اند و توسیعهای آنها ۷ ¬ 8 : ٌ, چنان‌که در بالا شرح دادیم. باز نگاشتهایی 

برای آنکه به هدف نزدیکتر شویم. معنی «فضاهای 27» را یادآوری (یا تعریف) می‌کنیم: منظور از 
( ۶)87 £ به‌ازای یک مقدارثابت ۱ < م فضای برداری همة توابع اندازه‌پذیر لیگ" ¬ 7® : ] 
است که برای آن ۶| ۶| انتگرالپذیر لبگ باشد. دراین صورت» ضابطة 


| ۶ p= (f | fre 


1. completeness 2. incompleteness 3. uniform spaces 
4. Lebesgue-measurable 


تکمیل فضاهای نرمداز ۰ ۷۵ 


یک نیمنرم را روی فضای (”®) ۶ به‌دست می‌دهد. همان‌گونه که در نظرية انتگرالگیری دیده‌ايم. 
بستار نقطة ٥‏ یعنی (0 || ۶ || | € /) <(0) دقیقاً مجموعة همة توابعی است که خارج 
ازیک مجموعة صفر- اندازه" برابر صفرند. منظوراز ("18) 17 فضای نرمدار خارج قسمت مربوط 
به‌آناست که ب‌صورت (18۳(/)0) ۶ =: (87) 1۳ تعریف می‌شود (به آخر فصل ۳ بخش ۴ 
مراجعه شود). و ااء یکی از قضایای مهم نظر یه انتگرالگیری اين‌است که (18۳) ”1 یک فضای کامل, 
ودرنتیجه یک فضای باناخ است. 

به‌گونه‌ای مشابه. جنانجه (26,978) یک فضای اندازه‌پذیر مجهز به‌یک اندازة - جمعپذیر 
[0ه ,ه] ¬ 9 : مر باشد و غیره» فضای 7 یعنی ( ,)1۳ نیز تعریف می‌شود. حالت ۲ = م 
بالااخص مستلزم دقت است. زیرا (۸۸ ,)۲ نه‌تنها یک فضای باناح» بلکه با ضرب داخلی 


19 ,| << ور > 


یک فضای هیلبرت خواهد شد. 

در بررسی ژرفتر می‌بینیم که یک فضای شیئی است ریاضی و و پیچیده و آنهایی که 
انتگرالهای لبگ را مطالعه نکرده‌اند. بهگمان آنکه می‌توائند با انتگرالهای ریمان احتیاج خود را رفع کنند 
دربرخورد بااین فضاها دچارترس بجایی می‌شوند. اما فضاهای (187) 7۶ عناصر بسیار ب ی آزاری را نیز 
دربردارند. به‌ویژه» فضای برداری ("8[) 0° متشکل ازتوابع بینهایت باردیفرانسیلپذیر ۳[ 18۳ : ۶ 
با «محمل فشرده»" به طور متعارف یک زیرفضای برداری (*8) £ است. (منظور از تابع با محمل 
فشرده تأبعی است که خارج ازیک مجموعة فشرده صفر می‌شود) 


R" 


روی این زیرفضاء م - نرم 


| ۶ l= (| rae 


و حاصلضرب داخلی 902 [ ہچ =< و ,] >. حتی با هرگونه برداشت ابتدایی از هر یک از مفاهیم 


1. set of measure zero 2. compact support 


۶ تکمیل نضاهای متری 


انترال, ه‌سادگی قابل درک است. بنبراین»میة میدواری است که بدنيم در نظریذ نتگالگیری چگال 
(CE? (R"), || ۰ lp)‏ 


است. و ازآنجا که» باتقریب یک همریختی طولپایی‌متعارف, هرفضا فقط یک فضای تکمیلی دارد 
می‌توان (”8) ”£ را به‌عنوان فضای تکمیلی (م|| ۰۰ || ,(05°)8) ( ویا به‌عنوان فضای تکمیلی 
)C)R”(, > -, ۰. <(‏ در حالت ۲ = )؛ تعریف کرد! 

قصد ندارم درذهن خواننده این توهم را ب‌وجود آورم که بااین ترفند سادة تکمیل می‌توان واقعاانتگرال 
لبگ را از سرراه برداشت» زیرا هرچند توانستیم فضاهای ”1 را بهصورت فضای تکمیلی فوق تعریف 
کنیم اما ازاینکه تا جه‌اندازه «نقاط حدی آرمانی» جدید می‌توانند به‌عنوان تابع نگر بسته شوند هیچ‌گونه 
اطلاعی نداریم و روش تحلیلی ملموس دیگری نیز برای تعبیر آنها نداریم. اما دست نگهدارید! این 
واقعیت که فضاهای ("8[) 0° و فضاهای مشابه. همراه با نرمهایی کاملاًمناسب, در رابطه با مسألة 
مورد نظر می‌توانند خیلی سریع (بدون توجه به لزوم مطالعة نقاط آرمانی) کامل شوند. آزادی عمل 
فوق‌العاده ارزشمندی پدید می‌آورد. پیش از خاتمة این فصل, مثالی می‌آورم تا آنچه را که می خواهم 
بیان کنم روشن سازد. 

ای ان دادن کم هان دینرانسیل,خوتی ؛ غادت براین جاری است که از قرارداد 
اندیسهای جندگانه استفاده می کد اک( ۰۰ ) = ٥‏ < ږه اعداد صحیح؛ و 
e +۰۰۰ + en‏ =: |له|؛ آنگاه نماد *12 به‌معنی 922۳ ۰۰۰ ۵2:2/ ۵ است؛ پس, این نماد 
شکل عمومی یک مشتق جزتی از هر مرتبة |»| است. حال اگر ® +¬ 18۳ : ىه را توابعی (به‌فرض؛ 
هموار) از "18 به 8 فرض کنیم» دراین‌صورت» 6,۳ |< = م یک عملگر دیفرانسیل جزئی 
خطی روی "18 است. ویک معادله بهشکل و = ۳ که و تابعی است مفروض روی ”® و f‏ تابعی 
است که باید تعیین شود یک معادلة دیفرانسیل جزتی خطی ' (ناهمگن)" نأمیده می‌شود. 

عمدا نگفتم که «عملگر» ۳ بر جه جیزی «عمل می‌کند». درهرحال: ۳ معرّف نگاشتی است خطی 
مانند ( 187) کون ¬ (") 0 : 7 به‌همان مفهومی که در جبر خطی مطرح است. اما جبر خطی 
به تنهایی دیگرکاری برای ما انجام نمی دهد؛ خیلی بهتراست که ۳ را به‌عنوان یک عملگر خطی پیوسته, 
مثلا دریک فضای هیلبرت درنظر بگیریم. زبرا دراین‌صورت» هنگام مطالعة کل می‌توأنیم از نظرية 
تابعی - تحلیلی " این‌گونه عملگرها استفاده کنیم. 


1. partial differential operators 2. linear partial differential equation 
3. non-homogeneous 4. function-analytical theory 


تکمیل فضاهای نرمدار ۷۷ 
البته ممکن است ("®) C2‏ را چنان تکمیل کنیم که فضای هیلبرت ("18) 1 به‌دست آید اما 
بدبختانه هیچ راهی برای آنکه ۶ بتواند روی آن عمل کند موجود نیست, زیا  : 0 + ٥‏ خود 
برای نرم ۲|| ۰۰ || پیوسته نیست. و به طریق اولی نمی‌تواند توسیع پیوسته‌ای به‌شکل اب ج ار : گر 
داشته باشد. و اما راههای متفاوت دیگری برای تعریف حاصلضرب داخلی روی 0 وجود دارند که 
باید باتوجه به هدف نهایی انتخاب شوند ( که مسلماً گنتن آن ساده‌تر از انجام دادن آن‌است). شاید 
بدیهیترین آنها, ضر بهای داخلی روی (*8) 07 با دستور زیر برای هرعدد صحیح 0 < 7 باشند: 
< وطط۳ظ > | رز سنب< و > 
“RF”‏ > 
فضاهای هیلبرت (”®) "77 که از تکمیل (م< ۰۰,۰۰ > ,(0۴)18۳) به‌دست می‌آیند. ساده‌ترین 
مثالهای اشیایی هستند که «فضاهای سوبولف» ' نامیده می‌شوند و به‌عنوان ابزار بس پالوده‌ای در 
نظرية عملگرهای دیفرانسیل جزتی به‌کارمی‌روند. بدون اشکال دیده می‌شود که با شرایط مناسبی روی 
ضرایب عملگر 6,٩‏ ۸ = ۶ معرف یک عملگر خطی 


P" ۲ 77۳ )1۳( اف‎ H7 *(R”) 
است که درواقع پیوسته است.‎ 
این مثال نشان می‌دهد که تویولوژی نقطه - مجموعه جه نوع کار بردی درآنالیز دارد. بدیهی است‎ 
که فقط با واردکردن فضاهای سوبولف, بررسی عملگرهای دیفرانسیل جزئی به حد کمال خود نمی رسد‎ 
وتوپولوژی نمی‌تواند مسائل تحلیلی را با شایستگی حل‌کند. اما محیطی قابل پیشرفت برای آنالیز فراهم‎ 


می‌سازد. 


1. Sobolev spaces 


۵ 


مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


۱. نگاشتهای مانسته‌جا (هوموتوپ) 
در بخشهای ۱ تا ۰۲ مناهیم پاي «نگاشتهای مانسته‌جا». «مانسته‌حایی» و «هم‌ارزی مانسته‌حایی» 


نگاشتهای مانسته‌جا (هوموتوپ) ‏ ۷۹ 


را تعریف وبه‌شکل شهودی تشریح می‌کنیم و دربخشهای ۴ تا ۷.کاربردهای این مفاهیم را مورد بحث 
قرار می‌دهیم. 


تعر یف (مانسته‌جایی. مانسته‌جا). دونگاشت پيوستة ۷ ¬ × : ور بین فضای توپولوژیک 
را ماشتتهجا امد وبا نباد و گ نمایشن می‌دهتته هرگاه بین آنها یی مانت ای ۵ موخود 
باشد. یعنی یک نگاشت پيوستة ۷ + [0,۱] × ×  :‏ وجود داشته باشد به‌گونه‌ای که برای هر 
f(z) € ۲‏ = (0,ت) و (9)2 = .h(z,\)‏ 


نمادگذاری. همچنین دراین حالت می‌نوبسیم و < . منظوراز نماد ۷ ¬ × : ,ده بهازای 


h(x) := h(x, t) 


تعریف می‌شود. پس با این نمادگذاری داریم ] = و و 9 = hM‏ 

اها ف ی و تباید ا 6 دون رل زیت مم کاو رهز 
به‌عنوان یک بازة زمانی در نظر می‌گیریم؛ در لحظة 0 = » نگاشت ۸ به‌شکل f‏ است» اما بەتدریج 
در طول زمان تغییر پیدا می‌کند تا اینکه در لحظة ۱ = ۸ به‌شکل و درمی‌آید. کلية این تغییرات باید 
رر توھ شب ور دو شرت کی و نامای تن یی 
دگردیسی یا «تغییر شکل؟ پيوستة ‏ به 9 است». 


نظرية توابع, مفهوم مانسته‌جایی را برای راههایی با ابتدا وانتهای ثابت در نظر می‌گیرنده که [۱ ,0] = × 
وت > ۲ مجموعه‌ای بازو ۷ € وه نقاطی ثابت‌اند. شرایط اضافی حاکم بر مانسته‌جایی دراين 


1. homotopic 2. homotopy 3. deformation 


۰ . مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


hı 


در تویولوژی دیفرانسیل, غالبا مانسته‌جایبهای بین نگاشتهایی از یک خمینه به خمينة دیگر را در 
نظر می‌گیرند با این شرط که هر :۸ یا رن (یعنی ۸ یک جایپایی یا «ایزوتوپی»" ) با هموارریخت ی ؟ 
(یعنی ۸ یک هموارجایی یا «دیفتوتویی»" ) باشد. پس, موقعیتهای متعددی پیش می‌آید که د رآنهاء 
علاوه بر آنکه ۸ یک مانسته‌جایی است باید در فلان با بهمان شرط اضافی نیز صدق کند. اما دراینحا 
می‌خواهیم فقط به بحث در مورد منهوم پایه بپردازیم. که درآن ۸ باید فقط پیوسته باشد. 

همان‌گونه که از نماد = برمی‌آید. «مانسته‌جایی» یک رابطة هم‌ارزی است. ویزگی بازتابی بدیهی 
اک ا هو یک ما سم این ین رزیل تم شام درس اه 
برای اثبات تقارن, چنانچه و = ؟ و مانسته‌جایی بین آنها ,۸ باشد. که ۱ > ٤‏ > 0, د رآن صورت؛ 
به‌کمک ,۱ دیده می‌شود که = و. برای اثبات ترایایی فرض کنیم که | e‏ دراین‌صورت 
داریم £ > که که درآن: 


hy: بنابراین‎ ٥5٤5د‎ 
H, = 
۲۲۸-۱ بنابراین‎ << 
ی‎ 
XxX h 
H 
و‎ 

SS 
0 1 1 


نمادگذاری. اگر × و ۲ فضاهای توپولوژیک باشند, منظوراز [۲ ,26] مجموعة رده‌های هم‌ارزي 


1. embedding 2. isotopy 
هموارریختی (برای کوتاهی بیان) به‌جای همسانریختی هموارکه برابر نهادة‎ .۳ 
است به‌کار پرده شده است.‎ diffeomorphism =smooth homemorphism 


4. diffeotopy 


هم‌ارزی مانسته‌جایی ‏ ۸۱۲ 


(«رده‌های ا ) نگاشتهای پیوسته ار به ۲ است. 
هرگاه لازم آید مفاهیمی را پشت سر هم تعریف کنیم» می‌توانیم درتعریف مفهوم (۱ + )ام ارتباط 
آن‌را با ۸ مفهوم قبلی به‌وسيلة ٣لم‏ مشخص کنیم. مثلا 


نکته (ترکیب نگاشتهای مانسته‌جا). به‌ازای دو زوج از نگاشتهای مانسته‌جا به‌شکل 
E‏ کے نگاشتهای مرکب ره و وه 9 نیز مانسته حا هستند ( از طریق ٥۸:‏ ۸و 


غیره استفاده شود). 


نکته (حاصلضرب نگاشتهای مانسته‌جا). برای دو زوج از نگاشتهای مانسته‌جا به‌شکل 
1 ¬ ر26 : بو < ;۲ ,۱ = ف, نگاشتهای ۲ × و ہو × ہو از × ۱ به ۲ × ول نیز 
مانسته‌حا هستند ( از طریق h(x RP‏ وغیره استقاده شود). 


اما برای مفاهیم ساده‌ای همچون مانسته جایی» آوردن فهرست کاملی از قضایا فعلاً ملالآور و زاید 
است» در نتیجه, ترجیح می‌دهیم که صبرکنیم و ببینیم در عمل به جه چیزهایی نیاز خواهیم داشت. 


۲ هم‌ارزی مانسته‌حایی 

تعریف (هم‌ارزی مانسته‌جایی). یک نگاشت پیوسته ۲ +- × : رهم ارزی مانسته‌جایی بین 
۲ و ۲ نامند هرگاه یک «وارون مانسته‌حایی»" داشته باشد, به‌اين معنی که نگاشت پیوسته‌ای جون 
× ¬ ۲ : و با شرایط 14 = ۶ ه و و 10 ح و ه ز موجود باشد. 

در چنین حالتی» می‌گوییم که وو همارزیهای مانسته‌جایی وارون یکدیگرند. و فضاهای × و ۷ را 
هم‌ارزمانسته‌جایی " می‌نامند. واضح است که حاصل ترکیب هم‌ارزیهای مانسته‌جایی نیز هم‌ارزیهای 
مانسته‌جایی هستند. و به‌ازای هر فضای کی نگاشت همانی 4 یک هم‌ارزی مانسته‌جایی است: 
پس, درواقع یک رابطة هم‌ارزی داریم: همواره × = ک واز 2 = ۷ = × نتیجه می‌شود که (به‌هر 
حال) 2 = لاو 2 > .X‏ 

به یک حالت ساده اما مهم توجه کنیم: 


تعریف (فضای انقباضپذیر ). یک فضای توپولوژیک را انقباضیذیر" گویند هرگاه با یک فضای 


1. homotopy classes 2. homotopy equivalence 3. homotopy inverse 
4. homotopy equivalent 5. contractible 


۲ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


یک نقطه‌ای هم‌ارزا باشد. 


درانن حالت: عرش ما نان قرط یلم شود کیک ماک جا ۱ هد کر 
بهنام «انقباض»" بین نگاشت همانی ویک نگاشت ثابت × > [م2) ¬ × موجود است. مثلا 
فضای 3 انقباضیذیر است. ز با 2( - ۱). =( معتف یک انقباض فضا به مدا است. 
همچنین, هر زیر فضای ستاره‌ای شکل " ”8 نیز انقباضپذیر است. 


تعریف (درون‌برو تغییر شکل درون‌بر). فرض کنیم 2 یک فضای توپولوژیک باشد و ۲ > 4 
یک زیر فضای آن. ۸ را یک 2 Xx‏ می‌نامیم هرگاه یک دزو ی 4 +¬ 1 : م یعنی 
یک نگاشت پیوستۀ م که در شرط م1 = 4|م صدق می‌کند. موجود باشد. حال» اگر م به‌عنوان 
یک‌نگاشت از × به 26 با نگاشت همانی مانسته‌جا باشد آنگاه م رایک درون‌بری تغییر شکل ۶ 
نامند. و متناظر با آن. خود 4 را یک درون‌بر تفییر شکل" گویند. سرانجام, چنانچه مانسته جایی بین ‏ و 
×1 را بتوان به‌گونه‌ای انتخاب کرد که همة نقاط 4 در جریان این درون‌بری ثابت بمانند. یعنی برای هر 
 ]0,۱[‏ #و هر 4 € 6 تساوی » < (0:)0 برقرار باشد‌دراین‌صورت م را یک درون‌بر تغییر شکل 
قوی“ می‌نامند و4 را یک درون‌بر تغییر شکل قوی × گویند. 


بدیهی است که یک درون‌بری تغییر شکل ۸ + × : م ونگاشت احتوای نظیرآن × C‏ 4 : ره 
هم‌ارزیهای مانسته‌جايي وارون یکدیگرند. زیر در مفهوم «درون‌بر» نهفته است که Id,‏ = ۰1 م و 
از مفهوم «تغییر شکل» نتیجه می‌شود که م10 = م ٥‏ ړة. 

كلية آنچه در مورد درون‌بری گفته شد در برخورد اول خشک و بی‌روح به‌نظر می رسد اما اکنون 
می‌خواهم چیزی بگویم که اشتیاق شما را به درون‌برهای تغییر شکل قوی برانگیزد. هنگامی‌که در 


2. contraction 3. star shaped 4. retract 5. retraction 
6. deformation retraction 7. deformation retract 


8. strong deformation retract 


مثالها ۸۳ 


ویژه‌ای برخورداراست. تا آنجاکه ممکن است. تلاش می‌کنیم از جستجوی پرزحمت نگاشتهایی چون 
۲ ب × : و۲ ¬ × : و ویک مانسته‌حایی 10 > و ه ‏ ویک مانسته‌حایی دیگر 
f = 1×‏ ۰ و, ونوشتن جزئیات مر بوط به آنها خود داری کنیم. برعکس, مایلیم به‌آن درجه ازوسعت 
دید برسیم که, بدون توجه به جزئیات با یک نگاه بتوانیم بگوییم: این دو فضا هم‌ارز مانسته‌جایی هستند» 
وهمه هم قبول کنند و بگویند: بدیهی است که هم‌ارز مانسته‌جایی هستند. 
اما این تشخیص سریع فضاهای هم‌ارز مانسته‌جایی, در بسیاری از موارد. عملاً بر ساختن 
"یک هم‌ارزی مانسته‌جایی ۷ ه 76 به‌صورت ترکیبی متناهی از هم‌ارزیهای مانسته‌جایی مانند 
ات O‏ و ی انیت ی بای که در یھ میا 
اندک وگاهی منحصر به یک يا دو مرحله است)؛ دو فضای مورد بحث یا همسانریخت هستند یا یکی 
از دو فضا یک درون‌بر تغیبر شکل قوی دیگری است. در هر حال» ببینیم سادگی تشخیص درون‌برهای 
تغییر شکل قوی در چیست؟ در جواب, ببینیم یک چنین تغییر شکل چه‌کار می‌کند: هر نقطة × را در 
طول یک راه پیوسته» در فاصلة زمانی بین 0 و ۰۱ به‌فضای 4 می‌برد. و آنچه لازم است به‌ذهن خود 
بسپاریم این‌است که اگر نقاطی در 4 آغاز شوند. تغییر مکان نمی‌دهند. پس اگر بتوان × و4 را اصلا 
به‌صورت نموداری مجسم کرد تغییر شکل ۱ در صورت وجود. احتمالا به‌سادگی پیدا می‌شود. اکنون 
برای کمک به دقفت دید خود به‌ذکر چند مثال می‌پردازیم. 


۳. متالها 
مال ھی است که مدا دون ر ی شک فی با کوی 3 ست 


D" 


ازاینجا چنین برمی‌آید که اگر 4 یک فضای توپولوژیک دلخواه باشد. 0 × 4 یک درون‌برتغییر شکل . 
قوی فضای ”® × ۸ یا ۳( × 4۸ است 


۴ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


به‌ویژه مثلاً چنبرة ر "20 5۱۰ هم‌ارز مانسته‌جایی با دايرة 5 است: 


کلیتر بگویيم. اگر 17 یک کلاف برداری بریک فضای توپولوژیک 4 باشد. مقطع صفر," یک درون‌بر 
تغییر شکل قوی 7 است. همچنین اگر 77 مجهزیه یک متر یک ریمانی باشد, آنگاه مقطع صفر یک 
درون‌بر تغییر شکل قوی کلاف قرص £( است. یعنی E × D٤‏ = ۸. 


مثال ۲. کرۂ (۱ = || | 180 > ٭] = 5-۱ یک درونبرتفیر شکل قري گوی منهای یک 
نقطة 7۳۱0 است: 


9-1 


اگر حجره‌ای را به یک فضای × بچسبانيم و مرکز را از حجره برداریم» یک فضای (2۳۱0) ولا × 
به‌دست می‌آوریم که با × هم‌ارز مانسته‌جایی است» زیرا (۳۱۵) ہلا × > کر یک درون‌بر تغییر 


1. solid torus 2. zero section 


مثالها ۰ ۸۵ 


K3 / 1 
=0 t=} 


مثال ۳ . فرض کنیم 10 < <k‏ 0 به‌فضای ۱۲ به‌صورت x R7?!‏ 8 می‌نگریم؛ ودر 
فضای EE Rr?!‏ زیر فضای 


27 = "ااا > "ااا او( =( بر ۱ -مو) ۷ 


ا, که 2 E e‏ 2 ا )مد یک 


DOSS 


مثال 5 یک شکل ((هشت ا وشکلی متشکل از دو دایرةٌ متخارج که بەوسىلة پارەخطی 
به‌هم وصل شده باشند» هم‌ارز مانسته جای ی اند زیرا هر دوی آنها درون‌بر تغییر شکل قوی برای فضایی 
هستند که به‌شکل «هشت لاتین ضخیم» است. 


مثال ۵. فرض کنيم 14 یک خمینة دیفرانسیلیذیر مرزداز۱ باشد. اگر مر زآن, 816 نانهی باشد. 
واضح است که ۲/۱۵ نمی‌تواند یک درون‌بر 7 باشد, زیا در ۷ جگال است. اماء با استفاده از 
یک «همسایگی گردنبندی»" می‌توان دید که 7 و ۱۵ هر دو دارای یک درون‌بر تغییر شکل 


1. differentiable manifold with boundary 2. collar neighborhood 


۸۶ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


مشترک‌اند. بنابراین» هم‌ارز مانسته‌جایی هستند. 


مثال ۶. باز یک مثال دیگر از توپولوزی دیفرانسیل, بالاخص از نظرية موس" ۰ می‌آوريم. با 
نمادگذاری فصل ۰۳ بخش ۷ مثال ۲. فضای *72 ہلا ,1 یک درون‌بر تغییر شکل قوي فضای ,]7 
است» با همان نمادگذاری, فصل ۳» بخش ۷۲» مثال ۲ (مراحعه شود به [۱۴]). 


Mo 


مثال ۷. 


برای هر فضای توپولوژیک 2, مخروط × 0C‏ انقباضپذیر است: راس مخروط یک درون بر تغییر شکل 
قوی مخروط است. 

۴. رسته‌ها 

برای آنکه بتوانیم حقیقت وغايت مفهوم مانسته جایی را بیان کنیم» باید نخست بگوییم منظوراز«توپولوژی 


1. Morse theory 


۸۷  اه‌هتسر‎ 


ریاضیات دارد. بهره گیر یم. این زبان, زبان رسته‌ها و تابعگونهاست. 


تعر یف (رسته‌ها). یک رسته 6 " از داده‌های زیر تشکیل شده است: 

(الف) یک ردة ( ») ط0 ازاشیاء ریاضیی, بهنام اشیاء رسته" : 

(ب) یک مجموعة ( ۷ ,۷101)26 به‌ازای هردوشیء ( ۷ ,× )» به‌گونه‌ای که ا گر زوجهای ( ۷ ,26) 
و("۲ ,'×) متمایز باشند. مجموعه‌های (۲ ,)10۲ و ("۲ M10۲),‏ جدا ا زهم باشند. اعضای 
مجموعة (۲ ,)10۲ ریختیهای" × به ۷ نامیده می‌شوند. نمادگذاری: به‌جای ( ۷ ,)۷0 € ئ 
ازنماد ۷ ب- ×  :‏ نیزاستفاده می‌کنیم» بدون آنکه الزاماً × و ۷ مجموعه باشند و ۶ یک نگاشت 
باشد. 

(پ) یک قانون ترکیب (7 M0), ۷ ( × 1۷602) 2( ¬+ M0)×,‏ به‌ازای هر سه‌گانه 
(2 ,۲ ,×) از اشیاء ( این قانون ترکیب را به‌شکل f‏ ۰ و << (9,) می‌نوبسیم. که با نمادگذاری 
7 مگ 6 که از مجموعه‌ها و نگاشتهاگرفته‌ایی متناظراست). 
داده‌های (الف)؛ (ب) و (پ) تشکیل یک رسته می دهند مشروط برآنکه دراصول موضوع زیر صدق 
کنند: ۱ 

اصل موضوع ۱(شرکتپذیری). اگر ووو" ریختیهایی به‌شکل 0 2 وگ ۶ ِ × باشند. 
آنگاه ‏ ه (9 ۰  )‏ ( ه و) ۰ «. 

اصل موضوع ۲ (همانی). به‌ازای هرشیء × عضوی از( × ,)10۲ با نماو> عر۱» موجود 
است که ویژگی زیر را دارد: برای هر ریختی × «- ۲ : f‏ وهر ریختی 2 +- × : و برابریهای 
f = f‏ ه٥‏ را وو = ېا ه و برقرارند. 

پیش ا زآنکه به مفاهیم دیگری بپردازیم. فهرستی از مثالهای رسته‌ها می‌آورم. مادامی که ریختیها 
نگاشت هستند و دربارة قانون ترکیب آنها هیچ گونه توضیح اضافی نمی‌آید. همواره به‌خاطر خواهیم 
سپرد که منظوراز ترکیب» همان ترکیب معمولی نگاشتهاست. 

مثال ۰۱ رستة مجموعه‌ها؛ 44: 

(الف) اشیاء: مجموعه‌ها؛ 

مثال ۲. رستة توپولوژیک «90: 


1. algebraic topology 2. category 3. objects of the category 
4. morphisms 


۸ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 
(الف) اشیاء: فضاهای توپولوژیک؛ 
ضمناء مثال زیر نین هر چند چندان جالب نیست» ولی به هر حال یک رسته است: 
مثال "۲. 
(الف) فضاهای توپولوژیک؛ 
(ب) نگاشتهای دلخواه بین فضاهای توپولوژیک, 
مثال ۳. رستة گروهها:! 
(الف) گروهها؛ 
(ب) همریختیهای بین گروهها. 
مثال ۴. رس فضاهای برداری روی هنات 16" 
(الف) فضاهای برداری روی هیأت ؛ 
(ب) نگاشتهای 16 - خطی. 
مثال ۵. رستة فضاهای برداری توپولوژیک روی >[:" 
(الف) فضاهای برداری توپولوژیک روی >؛ 
(ب) نگاشتهای خطی پپوسته. 
مثال ۶. رستة توپولوژیک دیفرانسیل 94۸ " : 
(الف) خمینه‌های دیفرانسیلپذیر 
(ب) نگاشتهای دیفرانسیلپذیر. 
مثال ۷. رستة ( × )۷4 متشکل ازکلافهای برداری بر یک فضای توپولوژیک مفروض ×: 
(الف) کلافهای برداری بر ×؛ 
(ب) همریختیهای کلافی" . بعنی نگاشتهای پیوسته و تار به تار خطی " بر نگاشت همانی در ×: 


7 بگ. و 


۷ 


مثال ۸. رستة کلافهای برداری 7 بعدی ی دلخواه: 


(الف) کلائهای برداری بعدی؛ 
category of groups 2. category of vector spaces over K‏ .1 
category of topological vector spaces over K 4. differential topological category‏ .3 


5. bundle homomorphisms 6. fiberwise linears 


رسته‌ها ۸۹ 


(ب) «نگاشتهای کلافی». یعنی نگاشتهای پیوسته و تار به تار یکریخت در نگاشتهای پیوسته از 
یک فضای پایه به فضای پاي دیگر: 


ازاین مثالها می‌توانیم خیلی زیاد بیاوریم» زیرا عملاً هر یک از انواع ساختارهای ریاضی» دارای 
نگاشتهای حافظ ساختاریا سازگار با ساختاراست» واصول موضوع رسته‌ها نیز نیاز فراوانی به چیزهای 
دیگر ندارند. دهها مثال در جبر آنالیزه توپولوژی و در مباحث دیگر وجود دارند. 

مثالهای فوق یک وجه مشترک دارند وآن اینکه اشیاء آنها مجموعه‌هایی هستند با ساختاراضافی 
و ریختبهایشان نگاشتهایی هستند با ترکیب معمولی نگاشتها (به‌همین دلیل, نگران شرکتپذیری آنها 
نیستیم). اما منهوم رسته فراترازاین‌است. برای روشن شدن مطلب» مثال زیر راء که شاید اندکی عجیب 
ب‌نظر آید. می‌آوریم: 

مثال ۰٩‏ فرض کنید ٩‏ یک گروه باشد. 

(الف) فقط یک شیءکه آنرا » می‌نامیم؛ 

‘Mor(e, e) :< 6 )ب(‎ 

(پ) ترکیب» عمل ضرب گروه ٩‏ است. 

یک مثال واقعاً مهم از رسته‌هایی که ریختیهای آن نگاشت نیستند مثال زیر است: 

مثال ۰۱5 رستة مانسته‌جایی, #۸ 

اف شیاه فا ر فضاهای و ارک ان ات 

(ب) ریختیها رده‌های مانسته‌جایی نگاشتهای پیوسته‌اند. یعنی 


Mor(X, ۲ ( := [X,Y]; 


. 
(پ) ترکیب رده‌ها به‌کمک نماینده‌ای از هر رده تعر یف می‌شود: 


[9] ۰ [f] = ]9 f) 


xk 


۰ مانسنه‌جایی (هوموتوپی) 


پس از آوردن تعریف و مثالها به دو سه تذکر تکمیلی می‌پردازيم. از اصل موضوع همانی 
بی درنگ نتیجه می شود که برای هر شی ء 2 دقیقایک «همانی»' یا «واحد»" ا وجود دارد. زیرااگر 
Mor(X, X)‏ € ۱ نیز همان ویژگی را داشته باشند. آنگاه ر۱ = پرا ٥‏ ا = م۷ .به‌همین ترتیب» 
هرریختی ۲ +¬ ٭ : f‏ حداکثریک ریختی وارون × +- ۲ : و (یعنی باویژگیهای ۱۷ = وه 
و ×۱ < ه و) دارد. زیراء اگر 'و نیز همین ویزگیها را داشته باشد آنگاه ,۱ ه "و = (و ه ۴) ۰ و 
و درنتیجه» بنابراصل شرکتېذیری» 9 = ۱۷ ۰ و = و = و ه ږا = وه(f‏ ه٥‏ 'و). 

ویختیهایی که دارای رار م کا ر ا ی و ی 
یکریختی وجود داشته باشد, یکریخت نامیده می‌شوند. پس, در رستة توپولوژی» دو فضا یکریخت‌اند 
اکر همسان ی باشند. اما در رستة مانسته‌جایی, یکریختی فقط به معنای آن‌است که فضاها هم‌ارز 
مانسته‌حایی هستند. 

پیش از خاتمة این بخش, آخرین تذکر دربارة واژه‌ای است که درتعریف به‌کار بردیم و ممکن است 
فلا تراهط ری وخ سردرگم کرده باشد. منظورم واژة «ردة»" اشیاء است که به‌صورت ()0 
آورده شده است. دلایل محکمی دردست داریم که فقط از «ردة اشیاء» صحبت کنیم و نه از «مجموعة 
اشیاء 6». شما از قبل می‌دانستید که برداشت حسی نظر به مجموعه‌ها؛ با حملاتی نظیر «مجموعة همه 
مجموعه‌ها» به چه نوع تناقضاتی ممکن است بینجامد. درست است که در مورد یک رستة مفروض 
6 می‌خواهیم مفهوم هر شییء با دقت کافی تعریف شود (همان‌طوری که مثلاً در تعریف فضاهای 
توپولوژیک صورت گرفت). اما انتظار نداریم بتوائیم كلية اشیاء 6 را که قبلا بوده‌انده هستند, یا خواهند 
بود. دریک مجموعة خوشتعریف بگنجانیم و بخواهیم از اعمال معمولی نظریةٌ مجموعه‌ها پیروی کنند. 
البته رسته‌هایی وجود دارند که اشیاء آنها واقعاً تشکیل یک مجموعه می‌دهنده چنین رسته‌هایی را 
اصطلاحاً «رسته‌های کوچک» * می‌نامیم. 

درک صوری و دقیق معنای واژه‌های «مجموعه» و «رده»» مستلزم استفاده از نظرية اصل موضوعی 
غا ا ی کا کا ی ر یاچ مفیود ایام نورد 


بحت نباید برداشت دیگری داشته باشید. 


سس 
۵. تابعکونها 
تعر یف (تابعگون هموردا). فرض کنیم 6 و 2 دو رسته باشند. منظورازیک تابعگون همورداً ی 
9 +¬ 6 : 27 یک تناظر («داده‌های تابعگونی»۲ ) است که به هر شیء ٭ از رستۂ ۴ یک شیء 


1. identity 2. one 3. isomorphisms 4. class 5. small categories 


6. covariant functor 7. functor data 


٩۱ تابعگونها‎ 


() ی از شتا 2 وبه هر ریختی لاح از رس 6 پک ر تی 


ری( (۲ر)ع 
از رستة 2 را وابسته می‌کند. واين داده‌ها در«اصول موضوع تابعگونی» زیر صدق می‌کنند: 2 ساختار 
رسته‌ها را حفظ می‌کنده یعنی: 
)۱( ر چ۱ = F(x»)‏ 
(۲) همواره (/1) ۶ ه (م)2 = (( ۰ م)7.. (دلیل آن روشن است). 


تعر یف (نابعگون بادوردا) ۱. شبیه تابعگون همورداست. با این تفاوت که دراینجا > جهت ریختیها 
۱ ۱ ب 
را معکوس می‌کند: به هر ریختی ۷ بت 2,ریختی 


(م) 2 
سے 


#(X) 2 )7( 


وابسته می‌شود. ( که عبارت فوق به‌جای ((×) ۴ ,( ۲) 0۲)۳۶[ € ()2 نوشته شده است). 
اصل موضوع همانی با اصل موضوع همانی تابعگونهای هموردا فرقی ندارد. اما اصل موضوع ترکیب 
بايد به‌شکل 


2 م)‎ ۰ (( = F(0) o F(9) 


نوشته شود زیر 


تبدیل شده است. 


تذکر. باید دانست که اختلاف بین تابعگونهای هموردا و تابعگونهای پادوردا فقط جنبة صوری 
دارده زیرا هر رسته دارای یک «رستة دوگان»" است که اشیاء آن همان اشیاء رستةٌ مفووض است و 


توسط برابریهای 


1. contravariant functor 2. dual category 


۲ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


Mor™™(X, Y) := Mor(Y, X) 


م ه ل : ل ۳ه م 


تعر یف می‌شود. حال» با این نمادگذاری» یک تابعگون پادوردا ا ز٩‏ به ۰2 چیزی جزیک تابعگون هموردا 
از » به **2 نیست. اماء با توجه به مثالهای مربوطه. عملیتر و طبیعیتر این‌است که از تابعگونهای 
پادوردا صحبت کنیم وپای رسته‌های دوگان را به‌میان نکشیم. 

به عنوان مثالهایی بیمایه,تابع‌گونهای همانی ٩ ¬+ ٩‏ : م14 راکه هموردا بودن آن روشن است و 
تابعگونهای ثابت 9 + ٩‏ راکه به هر شیء یک شیء ثابت م۲ وبه هر ریختی» ریختی همانی با 
را وابسته می‌کند در نظر می‌گیریم. تابعگونهای ثایت را می‌توانیم هموردا یا پادوردا تلقی کنیم. 

هر چند این تناظرها چندن جالب نیستند. اما گاهی اوقات شایسته نیست که آنها را تابعگون 
ننامیم. تا حدی جالبترا زاین دو نوع «تابعگونهای نادیده‌گیر» " هستند. یک مثال آن, تابعگون هموردای 
4 د 2 است» که به هرفضای تویولوژیک × مجموعة × وبه‌هرنگاشت پیوستة ۷ ج × : ل 
نگاشت ۲ + × : ؟ را وابسته می‌کند. غالباً به دلایلی, چنین تابعگونهایی از یک رستة با ساختار 
بیشتر به یک رستة با ساختارکمتر را در نظر می‌گیریم و تنها کار این تابعگونهاء «نادیده گرفتن» ساختار 
غنیتر رستة حوزه است. 

نخستین مثالهای تابعگونها رکه محتوای ریاضی واقعی دارند باید در جبر خطی جستجوکرد. مثلا 
فرض کنیم 16 یک هیأت و 7 رستة فضاهای برداری روی ا و نگاشتهای خطی باشد. در این‌صورت. 
مفهوم «فضای دوگان»" یک فضای برداری به‌طر یق متعارف» یک تابعگون پادوردا ب‌شکل ¥ ¬ ¥ : * 
به‌ما می‌دهد: به هر شیء ۰77 فضای دوگان * ۷ وابسته می‌شود که بنابر تعریف» 


ب خطی است |16 ج ۷ : م1 <: ۲۷۲ 


وبه هر نگاشت خطی ۲۷ + ۷ : ئ نگاشت دوگان ۷۲ ب- ۲۷ : "7 وابسته می‌شوده که بنابر 
تعریف f‏ ۵ + ۵ : *. ازاین‌رو +107 = ,10و *ه *و = *( ٥‏ ) ودرنتیجه + یک 
تابعگون (پادوردا) است. 

تابعگونهایی که علاوه بر محتوا؛ از توان ریاضی نیزبرخوردار باشند. مت دشوارتر به‌دست می‌آیند. 
آمابیشترازتابعگون اخیر هستند. هدف این بخش فقط معرفی این منهوم است. وا کنون مطلب رابا مثال 


1. forgetful functors 2. dual space 


توپولوژی جبری جیست؟ ٩۳‏ 
رده‌های مانسته‌جایی نگاشتهای پيوستة ۷ «- 21 است. پس 
معرّف یک تابعگون پادوردا از رستة مانسته‌جایی به رستة مجموعه‌ها و نگاشتهاء به‌شرح زیر است: به هر 


فضای توپولوژیک × مجموعة [8 ,×] را وابسته می‌کنیم وبه هر ریختی [ ۲ ,26] € [/] از رستة 
مانسته‌جایی, نگاشت 


lf, B] : [¥, B] — [X, B}) 
را با تعریف‎ 

lf, B) : lo] + [peo £] 
وابسته می‌کنیم.‎ 


۶. توپولوژی جبری چیست؟ 
بهطور خیلی خلاصه. موضوع توپولوژی جبری» حل مسائل توپولوژی با روشهای جبری است. اما اصلا 
معنای ملموس این عبارت چیست؟ هم اکنون آن را با جزئیات بیشتر شرح می‌دهیم. 

آنچه که امروز توپولوژی جبری نامیده می‌شود از دیدگاه قدیمتں در عین حال ساده‌تر و روشنت پیدا 
کردن» محاسبه واستفاده ازناورداها ' بوده است. تناظری چون »که به هر 26 دریک ردة مفروضی ازاشیاء 
هندسی, عددی مانند ( )× را وابسته می‌کند, یک ناوردا نامیده می‌شود هرگاه شرط ۲ = 6 همواره 
مستلزم تساوی ( )2 = ( )× باشد. اما اینکه این تعریف متعرض جه نوع اشیاء ویکر یختیهای «2» 
باشد. به حالت خاص مورد بحث بستگی دارد. مثلاهنگامی‌که از «ناورداهای توپولوژیک»" صحبت 
یک فده را شمان کا وک ی رھ درا کا رار ای ها ری بخ 
کنیم نماد 2 را به‌معنی هموارریختی به‌کار می‌بریم و هکدا. 

بدون شک قدیمترین مثال مهم از این‌گونه ناورداهاء عدد یا مشخصة اویلر" برای چند وجهیهای 
متناهی است. فرض کنیم ۳ یک چند وجهی" در ۳7[ متشکل از تعداد اس4 با 0۵ وی 
دوبعدی باشد (ما دراینجا وارد تعریف دقیق این مفاهیم نمی‌شویم). دراین شرایط عدد 


11۷ 
x(P) := > به(۱)ر‎ 
22-0 
1. invariants 2. topological invariants 3. diffeomorphism invariants 


4. Buler characteristic 5. polyhedron 


۴ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 
ناوردای توپولوژیک است. این قضیه» برای همة فضاهای توپولوژیک .که با چند وجهیهای متناهی 
به‌عنوان عدد اویلر یک چند وجهی همسانریخت با × خوشتعر یف است. 


S2 


۳ 


درمورد روی جهاروجهی ۳ 2 )82( درمورد رویۂ بیست‌وجهی 1 
do + ۵ + a, = do +a, + a) =‏ 
2 < 6+4 -4 2 = 20 + 30 - 12 
این ناورداها را چگونه می‌توان در حل مساتل هند سی به‌کار برد؟ دراینجا مثالی می‌آوریم. رویه‌های × 
و ۲ زیر را درنظر می‌گيريم: 


۱ OO 


آیا × و ۷ همسانریخت‌اند؟ این رویه‌ها. هر دو فشرده و همبند و البته هاوسدورف نیز هستند: 
بنابراین فوراً نمی‌توان اختلاف آنها را تشخیص داد واين واقعیت هم که قادر نیستیم یک همسائر یختی 
بین آنها برقرارکنيم جیزی را ثابت نمی‌کند. اما حکم ۲ # × به طریقی می‌تواند از ۳ غ< ۲ نتیجه 
شود. مگر چنین نیست؟ در واقع همین‌طور است. زیر نتيجة محاسبة مشخصه‌های اویلر آنها چنین 
است که ۲- = (×)× و ۴- = (۲)× پس × و ۲ نمی‌توانند همسانریخت باشند همان جیزی 
که می‌خواستیم ثابت کنیم. 

از جملة ناورداهای توپولوژیک دیگری که در اوایل سد بیستم. پیش از پیدایش دیدگاه جدید. 
شناخته شده بودند. می‌توان مثلاً «اعداد بتی»" ی و «ضرایب پیچش» را نام برد. اعداد بتی با ضابطة 
«۱(*6-)< = × به مشخصة اویلر مربوط می‌شوند. اما دو فضا ممکن است مشخصة اویلر برابر 
ولی اعداد بتی متفاوت داشته باشند. پس, با این تعبین می‌توان گفت که اعداد بتی ناورداهای «برتر»‌ی 


هستند واطلاعات بیشتری می‌توان ا زآنها بدست آورد. 


1. Euler number 2. Betti numbers 3. torsion coefficients 


توپولوژی جبری چیست؟ ٩۵‏ 


از دیدگاه جدید. موضوع توپولوژی جبری» یافتن. محاسبه و کاربرد تابعگونهایی از رسته‌های 
«هندسی» (مانند م ۰9/۸ ۰۰.)؛ به رسته‌های «جبری» (مانند رستة گروههاء رستة حلقه‌ها 
و غیره) است. 

یک مثال اساسی, که راه را برای گسترش دیدگاه جدید هموا رکرده است. مثال «مانستگی»" است: 
به‌ازای هره < :, تابعگون (هموردای) مانستگی ۸ بعدی" م7 از رستة توپولوژی» به رستة گروههای 
آبلی. ریاضیدانان به‌تدریج مهارت بیشتری در ابداع تابعگونهای مناسب به‌دست آورده‌اند. و امروزه. 
تعداد فراوا: نی تابعگون در توپولوژی جبری مورد استفاده است. که بعضی هموردا وبرخی پادوردا هستند. 
خصوصاً به مفهوم کمو بیش مبهم رستة «هندسی» باید در زمينة بسیارگسترده‌تری پرداخته شود. مثلا 
در آنالین اشیاء «هندسی» و رسته‌های هندسی (مانند فضاهای بالط خمینه‌های مختلط ' › 
رویه‌های ریمانی" وغیره) مطالعه می‌شوند که می‌توانند از دیدگاه توپولوژی مورد بررسی قرارگیرند (در 
واقع قرارگرفتهاند), و با استفاده از تابعگون «نادیده‌گیر». این مطالعات به رستة توپولوزیک و تابعگونهایی 
که روی آنها تعریف شده‌انده منتقل شوند: 


ء6 ملأ H,‏ بیع تابعگون نادیده‌گیر e Su‏ مه 


اماء کامللاً مستقل از اینها نین در آنالیز مختلط با استفاده از روشهای تحلیلی مستقیماً تابعگونهایی از 
رسته‌های «مختلط تحلیلی» به رستۀ جبری ساخته می‌شوند. این تابعگونها که به‌طور تحلیلی تعریف 
شده‌اند اغلب «برتر» از تابعگونهای توپولوژیک هستند, زیرا ساختار مختلط را «نادیده» نمی‌گیرند. 
خوب ببینیم هم این تابعگونها؛ چه سودی دارند؟ برای جواب» نخست مایلم اشاره کنم که اصول 
موضوعة تابعگونهاء مستلزم «ناوردایی» به معنای ز یر است: اگ 73 یک تابعگون هموردا و ۷ ج × : ۶ 
یک یکریختی باشد آنگاه (۷) 7 +- (2) 1 : () 3 (ودرحالت پادورداء (26) 7 +¬ (۲) 7[) 
نیزیکر یختی است. زیرا اگر و ریختی وارون ۶ باشد. روشن است که (9) 7 وارون (۶) 3 خواهد بود. 
به‌ویژه از ۷ 2۶ 27 هميشه نتیجه می‌شودکه ( ۷) 7 = (×) آظ:این‌گونه «قضایای ناوردایی» مستقلا 
همراه هرتابع‌گون. پدیدار می‌شوند؛ ومی‌توان رده‌های یکر یختی این اشیاء جبری را درست همان‌گونه که در 
ناورداهای عددی عمل می‌شد. به‌عنوان ابزاری برای تشخیص اشیاء هندسی به‌کار برد. درواقع می‌توان 
تاورداهای کلاسیک را نیز مانند ناورداهای این اشیاء جبری به‌دست آورد: مثلاء #امین عدد بتی برابراست 
با رتبة امین گروه مانستگی, یعنی ();11 r‏ = ( 9:2۴ و X(X) = D3, (-1)'rk#1:(X)‏ 
وغیره. همین کافی است نشان دهد که تابعگونهای جدید. بدترا زناورداهای کلاسیک نیستند. برعکس. 


1. homology 2. k- dimensional homology functor 
3. complex spaces 4. complex manifolds 5. Riemann surfaces 
معرّف واژۂ 201 یعنی رتبه است.‎ ۶ 


۶ مانسته‌حایی (هوموتوپی) 


چنانچه اکنون شرح خواهیم داد دیدگاه جدید توپولوژی جبری, نسبت به دیدگاه قدیمی, واقعاً از مزایایی 
برخوردار است. 

من به‌این واقعیت نمی‌پردازم که اشیاء جبري ( ×) 17 در حالت‌کلی شامل اطلاعاتی بیش از ناورداها 
هستند» و موحب تمایز اشیاء هندسیی می‌شوند که ناورداها برای آنها فقط در حکم یک «۵۵» بیروح 
هستند. ویا اینکه اصولاً قابل تعریف نیستند. لذا مستقیماً به اصل مسأله می‌پردازم: تابعگونها گذشته 
ازاینکه دربارة اشیاء هندسی اطلاعاتی به‌ما می‌دهند. دربارة ریختیهای هندسی» در بارة نگاشتهاء نیز 
اطلاعاتی دراختیار ما می‌گذارند! مثال زیر منظور ما را روشن می‌کند. 

بعضی اوقات یک مسألة هندسی به‌صورت زير خلاصه می‌شود: 

نگاشتی پیوسته وپوشامانند ۲ «- × : 7 داریم‌که مثلاّمی دانیم یک به یک نیست (درنتیجه مسلماً 
وارون ندارد)» می‌خواهیم ببینیم که یک مقطع! دارد یا نه یعنی آیا یک نگاشت پیوستة × ج ¥ : ی 
وجود دارد به‌گونه‌ای که تساوی ,ل1 = ٩ ٩‏ 7 بزقرار باشد؟ 


در سیاری از رسته‌های:دیی ین غالا به مسأله‌ای مشابه برمی خوریم. هدف اصلی این مسأله. 
به‌طورکلی» دراين خلاصه می‌شود که ببینیم یک ریختی ۲ + 2 : 7 یک «وارون راست» دارد یا 
نه, یعنی آیا ریختی جون × +- ۲ : با شرط ا = 0 7 وجود دارد یا نه؟ مثلاه فرض می‌کنیم 
ٹک کاش پیوسته و پوشا چون 7 از "5 به "5 داریم. آیا 7 می‌تواند مقطعی داشته باشد؟ می‌توانید 
ببینید که محاسبة ناورداهای "5 و "5 فایده‌ای ندارده زیرا موضوع مساوی یا متمایز بودن ناورداها مطرح 
نیست. اما اگرازیک تابعگون مناسبی استفاده کنیم» مسأله تغیبر می‌کند: جنانچه یک 7 وجود داشته 
باشد به‌گونه‌ای که حاصل ترکیب 


بت یت 8 


1. section 


مانسته‌حایی_به حه درد می‌خورد؟ ٩۷‏ 


همانی باشد. د رآن صورت. بنابر اصول موضوعة تابعگون, حاصل ترکیب 


H(S') ® H(S") HB H(S") 


اجباراً همانی خواهد بود. حال اگر به‌عنوان مثال, از مانستگی ۲ - بعدی استفاده کنیم. خواهیم داشت 
2 = (77:)5۲ وه = (5) .و درنتیجه باید حاصل ترکیب 


11)0( 7 H(r) 7 


1 


برابر همانی روی 7 باشد. که این هم آشکارا ناممکن است. بدین ترتیب» هیچ نگاشتی از "5 به "5 

انق کیا یک مال ساده ارکاویرت اما توعا متالی آزبزری فیدگاه تایعکرت در هة مال مر بوط ید 
نگاشتها بود. حتی اگرتوجه ما فقط معطوف به خود اشیاء هندسی می‌بود. دیدگاه قدیمی توپولوژی جبری 
نمی‌توانست چندان گسترش وسیعی پیدا کند, زیرا مطالعة فضاها و نگاشتهاء آن‌قدر به‌هم مر بوطاند که 
هرگونه گسترش یک طرفه‌یی که فقط روی فضاها متمرکز شود و نگاشتها را نادیده بگیرد. به بن‌بست 
منتهی می‌شود. 


۷ مانسته‌حایی-به جه درد می خورد؟ 
پس ازاین‌همه مقامه‌چینی, اکنون می‌توانم جواب معقولی به پرسش فوق بدهم. در حقیقت. دو دلیل 
عمده برای مفید بودن مفهوم مانسته‌جایی می‌آورم که با همدیگر ارتباط درونی دارند. دلیل نخست آن» 
ناوردا بودن مانسته‌جایی! اکثر تابعگونهای توپولوژي جبری است. توضیحا یک تابعگون ‏ بر رستة 
فضاهای توپولوژیک ناوردای مانسته‌جایی نامیده می‌شود. هرگاه رابطة و = همواره مستلزم رابطة 
(و) 7 = (۶) 27 باشد. بنابراین, می‌توأن چنین انگاشت که این‌گونه تابعگونها بر رستة مانسته‌جایی 
تعریف شده‌اند وکاربرد آنها دررسته ۶ ناشی از ترکیب با نابعگون متعارف است» یعنی به شکل 
ل +¬ ملق +¬ مم9 است. البته ازاصول موضوع تابعگون» نتیجه می‌شودکه یک تابعگون 
ناوردای مانسته جایی» اشیاء یکر یخت را به فضاهای هم‌ارزمانسته‌جایی مر بوط می‌کند: رابطة ۷ > × 
مستلزم رابطة ( )17 2۶ (×) 1 است. علاوه بر رستة فضاهای توپولوژیک رسته‌های دیگری نیز 
می‌تواننده نخست با تغییر مناسب مفهوم مانسته‌جایی, مفهوم تابعگونهای ناوردای مانسته‌جایی را بپذیرند: 
و همان‌طورکه قبلاگفتم. بسیاری از تابعگونهای توپولوزی جبری (ولی نه همة آنها)» ویژگی ناوردایی 
مانسته‌حایی را دارند. 

به هر حال» این مطلب غیرقابل قبول نیست. زیرا معنی ناوردایی مانسته‌جایی این است که به‌ازای 


1. homotopy invariance 


۸ مانسته‌جایی (هوموتوپی) 


هر مانسته‌جایی « ریختیهای (:) 7 مستقل از 4 هستند. که در نتیجه» با توجه به همبندی بازة [۱ ,0]» 
ااا شن ععتی ات که( با یت ها بوضعا اب است. با این تعبیر می‌توان گفت که: «برای 
تغییر شکلهای بسیارکوچک یک نگاشت» ريختي جبري متناظر با این نگاشت, تغییر نمی‌کند». ناوردا 
بودن مانسته‌جایی در خود طبیعتِ تناظرهایی قرار دارد که رفتار پیوسته را به رفتار معمولی جنبه‌های 
جبری مبدل می‌سازند. 

پذیرفتیم» اما ببینیم چرا این مطلب آن قدر مهم است؟ می‌توان جنین پاسخ داد: زیرا محاسبه‌پذیری 
تابعگونها تا حذ زیادی بر پاب این واقعیت قرار دارد! بهترین تابعگونها هم اگر قابل محاسبه نباشند. به 
هیچ درد نمی خورند. به‌کاربردن مستقیم تعاریف» پیش ازاندازه پیچیده خواهد بود. درحالی‌که استفاده 
از ناوردایی مانسته‌جایی وگذر به فضاهای هم‌ارز مانسته‌جاء غالبا کار را ساده‌تر می‌کند. 

آنچه واقعاً انجام می‌شود این‌است که فقط در مورد دو- سه فضای استاندة په غایت ساده (مثلا 
فضای تک نقطه‌یی. فضای 5 و فضاهای شبیه آنها) به اتکای تعریف. محاسبات مستقیم را انجام 
می‌دهیم و سپس «قانونهایی» را به‌کار می‌بریم» که ناوردایی مانسته‌جایی یکی از مهمترین آنهاست 
(و دیگر قوانین. مثلاً عبارت‌اند از اصل مار ویتوریس" . دنباله‌های دقیق طولانی . دنباله‌های 
ی 

دومین دلیل اصلي فايدة مفهوم مانسته‌جایی, امکان «تبدیل» برخی مسائل هندسی به مسائل 
مانسته‌جایی است. هنگامی‌که یک تابع‌گون توپولوژی جبری را برای یک وضعیت هندسی, یعنی 
برای كلية فضاها و نگاشتهای دخیل در آن؛ به‌کار می‌بریم معمولاً به یک «نمایش»* جبری فوق‌العاده 
ساده, و به‌همین علّت. روشنتر این وضعیت هندسی می‌رسیم. بنابراین, مسائل هندسی به مسائل 
جبری (ساده‌تر ) ترجمه می‌شوند و از راه پاسح دادن به مسائل اخیر, می‌توانیم اطلاعاتی» دستکم 
جزیی, دربار: مسائل هندسی مورد بحث به‌دست آوریم. مثلا برای این‌که ۲ ¬ × : ۶ یک 
وارون راست داشته باشد. مسلما لازم است که (1)1 +¬ (×)1 : ()17 نیز وارون راست 
داشته باشد, اما عکس این حکم صادق نخواهد بود. یعنی شرط فوق در حالت کلی کافی نیست. 
این تابعگون همه جنبه‌های اساسی این مسأل هندسی را منعکس نمی‌کند. بلکه فقط یک جنية 
آنرا نشان می‌دهد. و اماء رستة مانسته‌جایی, به‌اصطلاح, در نیم راه بین قطب سرکش توپولوژی 
و قطب ساده‌سازیهای بیش از اندازة جبری» قرار دارد. از سویی» بسیار «ظریف» عمل می‌کند و 
همان‌گونه که ناوردایی مانسته‌جایی بسیاری از تابعگونها گواه آناست» به‌رستة توپولوژیک نزدیک 
است. از این رو گاهی شرایط اجان واقعاً کانی هستند و می‌توان مسألة اولية توپولوژی 
را از حل نمايش آن در رستة مانسته‌حایی حل کرد. از سوی دیگ همین رستهّ مانسته‌جایی باز 


1. locally constant 2. Mayer - Vietories principle 3. long exact sequences 


4. spectral sequences 5. representation 


مانسته‌جایی_به جه درد می‌خورد؟  ٩٩‏ 


ناهموار و به اندازة کافی جبری است. و لذا محاسبات را کاملاً خارج از دسترس قرار نمی‌دهد. 
با بیان غیرفنی» می توان گفت که تعداد رده‌های مانسته‌جایی خیلی کمتر از تعداد نگاشتهاست. 
به‌طوری‌که می‌توان تا اندازه‌ای به یک دید کلی نسبت به [۲ ,×] دست یافت. به‌عنوان مثال؛ 
خمهای بستة فراوان و بسیار پیچیده‌ای به‌شکل 2۱0) + 9۱ وجود دارند. اما 2 = (۱6) , کی 
(«عدد دور» ). 

«گروههای مانسته‌جايي»" یک فضای توپولوژیک, یکی از عواملی هستند که به رستة مانسته‌جایی 
از لحاظ جبری سرو صورت می‌بخشند. اکنون می خواهم اندکی از موضوع اصلی بحث خود منحرف 
شوم و به تعریف آنها بپردازم. برای این کار به‌اندکی نمادگذاری نیازمندم: منظور از یک فضای نقطه 
پایه‌یی " » یک زوج (,2:2) متشکل از یک فضای توپولوژیک × و یک نقطة آن, × € ونده 
است. جه بود نگاشتهای پيوستة نقطه - پایه نگهدار" (مل ,۲) +- (م:2 ,26), وهکذا مانسته جاییهای 
نقطه - پایه نگهدار بین چنین نگاشتهایی؛ برای ما روشن است. مجموعة این‌گونه رده‌های مانسته‌جایی 
را با [( ,) ,(ہ2 ,×)] نمایش می‌دهیم. حال فرض کنیم 2۷ نقطة ابتی درکرة 7 بعدی ”5 باشد, 
Na ۰ > ۱‏ را قطب شمال می‌گیریم. در آین‌صورت» 


Tn(X, Zo) کے‎ [(S”, N), (XxX, (| 


ساختار متعارف یک گروه ( گروه آبلی؛ برای ۲ < ) را دارد که « امین گروه مانسته‌جایی (م:,26) 
نامیده می‌شود. هم|کنون به شرح این گروه می‌پردازم. 

ساده‌ترین راه توضیح قانون گروهی آن‌است که کر 1 بعدی را به‌,صورت خارج قسمت *87/* در 
نظر بگیریم, که از مکعب (۱ ,ه] =: 1۳ با فرو ریختن مر زآن یعنی: 


[دست‌کم یکی از :نههاه یا ۱ است|*1 € OI” := ))۳5:,۰۰۰ , Zn)‏ 


به‌دست می آید (رجوع‌کنید به صفحات ۴ ۵۵-۵ و۱۱۹ ).اکنون؛ یک‌باربرای هميشه. یک همسانر یختی 
۳ = 7/1۳ راء که نقطة "07 را به قطب شمال می‌برد. در نظر می‌گیریم. بدین ترتیب» نگاشتهای 
پيوستة (,2 ,×) - (۷ ,5۳) دقیقاً نگاشتهای پيوستة × +- 7۳ هستند که همه مرز ۵7۳ را به م2 
می‌برند. اکنون اگر هت و ۵ دو نگاشت اراین قبیل باشند. یک نگاشت × +- ۱(۳-۱ ,0] × [۲ ,0] 
به شیوة معلوم زیر تعریف می‌کنيم: 0۷ را بر نیمة سمت چپ و 8 را بر نيمة سمت راست می‌گيريم: و سپس 
این تکاشت زا با تحاشی دک کل ۱۱۳ 8 د ل که خی تست رادو اي شسط 
می‌کند ترکیب می‌کنيم: 


1. winding number 2. homotopy groups 3. space with basepoint 


4. basepoint preserving continuous maps 


۰ ۱۰ مانسته‌حایی (هوموتوپی) 


اینجا 8 
اینحا » 


حاصل ترکیب» عضو دیگری از (,7)26,2 را نماییش می‌دهد که به‌عنوان حاصل ترکیب اعضای 
(۲:)2۲,۵۰ € [0] ,[»] تعریف وبا نماد [0/[]0] نمایانده می‌شود (مثلا رجوع کنید به مرجع [۱۱]» 
ىا 
1 

اکنون دوباره مطلب را از سر می‌گیریم. این موضع مانسته‌حایی» یعنی واقع شدن در وسط راه 
بین توپولوژی و جبر امکان می‌دهد که مسائل مهم هندسی را بگیریم. و ابتدا آنها را در قالب مسائل 
مانسته‌جایی بیان و سپس با استفاده از حساب نظرية مانسته‌جایی, کلا یا جزتاً حل کنیم. مساماً این‌گونه 
کارها را باید با راهها وابزارهایی فراتر از سطح این کتاب انجام داد. شاید برای یک ناظر تیز بین و خرده‌گیر 
صحبت از آنها در اینجا خوشایند نباشد. اما این خرده‌گیری نمی‌تواند مرا از ذکره دستکم» یک مثال 
جالب برای ارضای حس کنجکاوی تحریک شدة شما باز دارد. 

دو خمينة دیفرانسیلپذیر 10 بعدی فشرده و بی‌مرز 2/۱ و 1/۲ را «مرزپوش»" گویند هرگاه یک 
خمینة فشردة (۱ + 0) بعدی مرزدار" 7 بتوان يافت که مر زآن, اجتماع جدا از هم 1/۱ و ۷/۲ باشد: 


Mı 


«مرز پوشی» یک رابطة هم‌ارزی است» و رده‌های هم‌ارزی» که «رده‌های مرزپوشی»" نامیده می‌شوند. 
یک گروه آبلی ٩۸‏ تشکیل می‌دهند که قانون ترکیب آن به‌کمک اجتماع جدا ازهم تعریف می‌شود. 
مسأله: این گروهها را معین کنید. 

حل این مسأله, با رده‌بندی خمینه‌های 11بعدی با تقریب مرزپوشی * هم‌ارزاست. هرچند مرز پوشی 
در مقایسه با هموارریختی» رابطة کاملا ضعیفی است. اما در توپولوژی دیفرانسیل. دلایل عدیده‌ای برای 


1. without boundary 2. bordant 3. with boundary 
4. bordism classes 5. up to bordism 


مانسته‌حایی_به جه درد می خورد؟ ۱۰۱ 


استقبال از رده‌بندیهای ضعیفتر وجود دارد. زیرا تا به امرون در خمینه‌های بعد بالا شناخت اندکی 
از رده‌بندی با تقریب هموارریختی" داریم. و در حول و حوش زمان پیدایش موضوع مورد بحث 
ای ده ۱۹۵۵ ۱۹۶۰۰ هیچ خیز فا خته تفه راغ مرزیوشی آن‌قد رها هم 
که در نگاه نخست به‌نظر می‌آید. ضعیف نیست؛ برخی ویگیهای مهم خمینه‌ها را حفظ می‌کند. 
و به هر حال, نشان داده شده است که رده‌بندی با تقریب مرزپوشی» خیلی ثمر بخش و مفید بوده 
اسیت: 

با توجه به توضیحاتی که فوقاً اشاره شد این مسأله (تعیین گروههای مرز پوشی» ا9 م.) چندان 
سهلالوصول به‌نظر نمی‌رسد! رنه م آنا در ۱۹۵۴ با استفاده ازروشهای نظرية مانسته جایی حل کرد. 
من نتیجة توم را دراینجا نمی آورم = (مرجع [۱۸]). اما باید توجه کردکه ,,91 هاگروههای آبلی متناهی‌اند. 
که برای «:های متفاوت گروههایی کاملا متفاوت‌اند. و همة آنها را نمی‌توان تنها به اتکای شهود هندسی» 
حدس زد. اما ذکر جند کلمه دربارة بیان این مسأله به زبان مانسته‌حایی را بی‌مناسبت نمی‌بینم. در 
فصل سوم؛ بخش ۰۴ از خمينة گراسمان (10) 0 × (۸(/0)۸ + 0)۸ صحبت کردیم وگفتیم که نقاط 
ان خمینه. زیر فضاهای برداری ۸ بعدی در 7*۷۴[ هستند. براین خمینه» یک کلاف برداری :7 بعدی 
متعارف (به‌نام «کلاف‌گراسمان» ) وجود دارد. که تا رآن در نقطة ***8 > ٤‏ دقیقاً خود فضای 1 بعدی 
6 است (ویا دقیقتر بگوییم (ع) × 6 است. زیا تارها بايد دو به‌دو جدا ازهم باشند). فضای این کلاف 
برداری را با (۸) 14,0 نمایش می‌دهیم (فصل سوم, بخش ۶ مثال ۵. دیده شود) »و آن‌ر! فضای نوم 
می‌نامیم. توم توانست ابت کند که: برای ‌های بزرگ گروه مانسته‌جایی (()11,0) ,۲ با گروه 
م9 یکر بخت است. بنابراین, محاسبة این گروههای مانسته‌جایی, همان مسالۀ مانسته جاپی است که 
می‌توان مسألة مرزپوشی را به‌آن بدل نمود. توم توانست این مسألة مانسته‌جایی را حل کند. و برای این 
کار از روشهای جدید ژان پییرسر" بهره گرفت. روشهای زان پیبرسر اندک زمانی پیش از راه‌حل توم, 
به‌دنبال یک دورة طولانی رکود در نظر یه مانسته‌جایی. ابداع شده است وبه منزلةً یک راهگشا در نظرية 
مانسته‌حایی بهشمار می‌آید. 

خیلی دلم می خواست که دراینجا به روش «ساختمان پونترپاگین - توم»" اشاره کنم» روشی که 
توم برای تبدیل مسأله مرزپوشی به مسأله مانسته جایی به‌کارگرفت. و دلم می‌خواست به شما بگویم 
که چگونه این روش ساختمان به یک روش قبلی پونترباگین (۱۹۳۸) و حتی به روش بازهم قدیمیتر 
هوپف" (۱۹۲۶). که دربسط توپولوژی نوین فوق‌العاده جالب توجه و آموزنده است. مر بوط می‌شود. 
اماء یک بار هم که شده است. در برابر این وسوسه, مقاومت می‌کنم . . .. 


1. up to diffeomorphism 2. Grassmann bundle 3. J. P. Serre 
4. Pontrjagin-Thom construction 5. Hopf 


۶ 


دواصل موضوع شمارایی 


۱ اصلهای موضوع اول و دوم شمارایی 

این فصل کوتا» مستقیماً به مفاهیم پایه مربوط می‌شود. یادآوری می‌کنيم که یک مجموعة 8 از 
مجموعه‌های باز در × یک پایه برای توپولوژی × نامیده می‌شود هرگاه هر مجموعة باز اجتماعی از 
مجموعه‌های عضو 8 باشد. اکنون «پایة همسایگی» را نیز به‌این مفهوم می‌افزایيم. 


اصلهای موضوع اول و دوم شمارایی ‏ ۱۰۳ 


تعر یف (پاية همسایگی). فرض کنیم 2۲ یک فضای توپولوژیک باشد و × > م. یک مجموعه 
جون 9 از همسایگیهای ,2 راء یک پاب همسایگی! ٥‏ می‌نامیم هرگاه هر همسایگی ٥‏ شامل یک 


مثال. مجموعة همة همسایگیهای ۵ آشکارا یک پاية (غیر جالب) همسایگی است. حال فرض 
۳ ۱ 
کنیم "10 = ×. مجموعة گویهای (,:2)+/۱؟ به مرکز ہ2 و شعاع ره ۰ =" تشکیل یک 
پاية (شمارای !) همسایگی ہ2 را می‌دهد. 


تعریف ( اصلهای موضوع شمارایی). می‌گوییم یک فضای توپولوژیک دراصل موضوع شمارایی 
یکم" صدق می‌کند. و خود فضا را شمارای یکم می‌نامیم. هرگاه هر نقطة آن, یک پایة همسایگی شمارا 
داشته باشد. گوییم فضای × در اصل موضوع شمارایی دوم" صدق می‌کند. هرگاه یک پاية شما را 


برای تویولوژی داشته باشد. 


آشکارا یک پایة همسایگی شمارا برای ہ2 تشکیل می‌دهند: هر دو اصل, ویژگی ارثی دارنده یعنی به 
زیرمجموعه‌ها منتقل می‌شوند. فضای ”8 و در نتیجه کلیة زیرفضاهای آن. در هر دو اصل صدق 
می‌کنند (گویهایی که شعاع و مختصات مرکزشان گویا هستند, یک پاية شمارا برای توپولوژی فضا تشکیل 
می‌دهند). فضاهای متریکپذیر دست کم دراصل یکم شمارایی صدق می‌کنند. اگر 4 یک متریک 
باشد, 0 گویهای (م)«/26۱ یک پاية همسایگی شمارا برای م2 تشکیل می‌دهند. 

برای آنکه تفاوت بین این دو اصل را نیز ببینیم» مثالهایی از نضاهای شمارای یکم می‌آوریم که 
شمارای دوم نیستند. فضاهای ناشمارای گسسته, که آشکارا در این رسته قرار می‌گیرند. به خودی خود 
فضاهای جالبی نیستند. اما در جستجوی مثالهای بهتر, بهتر است که به نکتة زیر توجه کنیم: 


نکته. اگریک فضای توپولوژیک شامل یک زیرمجموعه ناشمارای گسسته باشد.نمی نواند شمارای 


1. neighborhood basis 2. first countability axiom 


3. second countability axion 


۴ . دواصل موضیع شمارایی 
دوم باشد. 
مثال ۰.۱ فرض کنیم (®)0 فضای باناح توابع پیوستة کراندار بر با نرم سوپرموم باشد. در 
EGC Re‏ یک هست AUR ES ESER)‏ 
برهان. برای هر عدد حقیقی ته که به‌صورت اعشاری نوشته شده است» یک تابع پیوستة کراندار .| 
ا ی فار مواد 
در این‌صورت. بهازای ل چ ته همواره خواهیم داشت ۱ < ار ا ومعنی آن این است که 
مجموعة (8 > |.) یک زیرفضای گسستة ناشمارای (18)) است. و ازاین‌رو (18)) نمی‌تواند 
شمارای دوم باشد. ل 


NY 


مثال ۲. فرض کنیم 7 یک فضای هیلبرت «تفکیکناپذیر»' ‏ بعنی فضای هیلبرتی باشد که پاي 
هیلبرتی شمارا ندارد: بنابراین» مجموعة اندیس هر پاي هیلبرتی ۸ع«(«6)» مجموعه‌ای است ناشمارا. 
پس, با توجه به آنکه به‌ازای س < ۸ داریم ۷۲ = |بره - «ع||, مانند مثال قبل نتیجه می‌گیریم که 
رام تور تاش و ]ها شو یی ای هل کم و 


۲. حاصلضربهای نامتتاهی 

EE EGS E E 
ببینیم. فرصت را غنیمت شمرده ازاین مساله استفاده می‌کنم تا برای اولین بار راجع‌به حاصلضرب‎ 
تعداد دلخواهی فضای توپولوژیک صحبت کنم. موضوعی که در فصل دهم نیز مورد بحث قرار خواهیم‎ 


داد. 


TY‏ ی ره ان 
می‌شود مجموعة همه خانواده‌های ۸( 2{ ازاعضای (2 € 11 است به‌ازای هر۸ € ۸ یعنی: 


| 8 ۳ i= {Z3 eal» € X1}. 


1. inseparable 2. product 


حاصلضر بهای نامتتاهی ۱۰۵ 
برای یک اندیس ثابت ۸ € » تصویرا : 
مدب شیر[ 7 


بر سازة ام با ضابطة .رت + معر(ت) تعریف می‌شود و ,ت را مؤلفة' > ام نقطة 
۸٭ ۸ہ[ > هع«(<12 نیز می‌نامند. برای مجموعة اندیس (7, ۱,۰۰۰) = ۸ البته بهتر 
است که به جای نماد زمر 6۱,۲(« از نماد رہ2 , ۰۰۰ ,22۱) استفاده کنیم. در این صورت» 
نمادگذازیهای فوق, نظیر تمادگذاربهای متداول بای حاصلصربهای ذگارتی متتاهی به شکل 
م × ۰۰۰ × 16۱ درمی‌آید. 


تعر یف (توپولوژی حاصلضربی). فرض می‌کنیم ۸ع د( )] خانواده‌ای ازفضاهای توپولوژیک 
باشد. منظوراز نوپولوزی حاصلضربی " درشت بافت‌ترین توپولوژی است که همة تصویرها بریک‌یک 
سازه‌ها نسبت به‌این توپولوژی» پیوسته باشند. مجموعة ۸ مر ][ همراه با این توپولوژی را فضای 
خاض ری می امد 


نگاره‌های وارون مجموعه‌های بازهرسازه تحت تصویر متناظرآن سازه «استوانه‌های بان" نامیده 


می‌شوند. 


حاصلضرب بفیةٌ 
ساژه‌ها 


۱ «استوانه باز» 


سب مت سا ند مد مد ما مت 


کے ا ا ا 


| 9 
3 


یک سازة ریز سس وې هېه 
ا باز 


اشتراک متناهی استوانه‌های باز را «حجره‌های باز» " می‌نامند. بدین‌ترتیب» استوانه‌های باز تشکي 
ھی می سن ریا اوا باز 
یک زیر پایه برای توپولوژی حاصلضربی می‌دهند. به شکل 
[7آبازاست {r (U)|A € ۸: C X»,‏ 


1. projection 2. component 3. product topology 4. product space 
5. open cylinders 6. open boxes 


۶ دواصل موضوع شمارایی 
و حجره‌های باز تشکیل یک پایه برای آن می‌دهند. به شکل 


{ry (U) ۲۱۰۰۰۲ )(| ۱,۰۰۰ ,A, € A, U»; 2, ,را بازاست.‎ [ 


همچنین می‌توان گفت که یک زیرمجموعة حاصلضرب. مجموعه‌ای است باز برای توپولوژی 

جنانچه همة سازه‌ها برار باشند مثلا‌هرگاه 2 «6 به‌ازای هر ۸ > ۰۸ به جای نماد 2 ری« ]1 
ازنماد ۳× نیزاستفاده می‌کنيم. بنبراین؛ اعضای 2٩‏ اصلاً نگاشتهای (دلخواه) × + ۸ خواهند 
بو۵. 

حال, به بحث دربارة اصول موضوعة شمارایی باز می‌گردیم. 

مثال ۰۱ اگر۸ ناشمارا باشد و هر یک از ها بیمایه نباشد (یعنی مجموعة بازی غیر از 2 و رک 
داشته باشد)؛ دراین‌صورت فضای 2۶ ۸ع«][ شمارای یکم و در نتیجه شمارای دوم هم نیست. 

برهان. به‌ازای هر۸ یک مجموع باز رلا در × چنان انتخاب می‌کنيم که 2 یا × نباشد ویک 
نقطۂ رلا € ره در نظرمی‌گيريم. اگر فرض کنیم که نقطة ۸ع«(«) یک پایة همسایگی شمارا دارد. 
لازم میآید که یک پایة همسایگی شمارا متشکل از حجره‌های باز داشته باشد. اما فقط تعدادی شمارا از 
ها درتعدادی شمارا از حعبه‌های باز «دخالت می‌کنند». یک ۸ جنان درنظر می‌گیر یم که در هیچ‌یک 
از حجره‌های مورد بحث دخالت نکند. بنابراین هیچ‌یک از این حجره‌ها در مجموعة (17) ت که 
یک باية همسایگی نقطة مفروض است. قرار ندارد. این یک تناقض است. همان جیزی که می‌خواستیم 
تابت کنیم. لا 

مثال ۳. یک فضای هیلبرت بینهایت بعدی با توپولوژی ضعیف, شمارای یکم نیست (توضیحا 
توپولوژی ضعیف! یعنی درشت بافت‌ترین توپولوژیبی که همة تابعکهای خطی" یعنی نگاشتهای 

و > ت رگا ب <u, .. <: H‏ 


باز هم "پیوسته‌اند). 
ران تبیه خان مال قل سے دخ 8 یکتم اه کات وش ره و 
میلبرتی شمارا داشته باشد. نمی‌تواند با شمارایی برای فضای برداری داشته باشد. رجوع شود به 


1. weak topology 2. linear functionals 
.هم برای توپولوژی خود فضا و هم برای توپولوژی ضعیف فضا. - م.‎ ۳ 


نقش اصلهای موضوع شمارایی ۱۰۷ 


۳. نقش اصلهای موضوع شمارایی 
اصل موضوع شمارایی یکم با همگرایی دنباله‌ها سروکار دارد. 

نمادگذاری. به جای آنکه بگوییم «,ی هست به گونه‌ای که برای هر م" < 0 € € مت2», 
خواهیم گفت «دنبالة <( 2) سرانجام در 17 می‌ماند». علت آن تا حدی کوتاهتر بودن عبارت آن و 
نیز بالاتر از همه الهام‌بخش بودن آن است. 

اگر ۲ ¬ × : ز پیوسته وه = ,2 11۳9 در × باشد. تساوی () = (,) ”نا در ۲ 
برقرار است. این مطلبی است معلوم و کاملا پیش پا افتاده. زیا اگر لآ یک همسایگی ()۶ باشد. 
(۱)7 7 یک همسایگی ۵ خواهد بود و در نتیجه» دنبالة (,2) سرانجام در (17) f‏ می‌ماند و () 7 
در ]. به‌علاوه» اگر × یک زیرفضای "18 باشد. عکس آن نیز برقراراست: نگاشت ۷ ہک × : ۶ 
پیوسته است ۱ کرو تٹهااگر هر دنبالة همگرا (در "۸ € ) به دنباله‌ای برده شود که به نگارة حد دنال 
اولی همگرا باشد. این صفت اختصاصی پیوستگی (که می‌توان آنا پیوستگی دنباله‌یی" نامید)؛ 
در مورد سایر فضاها برقرارنیست: همگرایی نگارة دنباله‌ها تحت یک نگاشت به نقطة مناسب» چنانچه 
در مثال زیر نشان خواهیم داد. در حالت کلی برای تضمین پیوستگی آن نگاشت کافی نیست. 

مثال. فرض کنیم × مجموعة نگاشتهای پيوستة [۱ ,۱-] «- [0,۱] مجهز به توپولوژی 
حاصلضربی باشد یعنی توپولوژی آن از 


X c[-1, °" = -]رمهر]‎ ۰ 1| 


به ارث گرفته شده باشد. پس» به‌عنوان یک مجموعه. با گوی یک فضای باناخ [۱ ,]0 فرقی ندارد. 
اما توپولوزی مورد بحث آن به کلی متفاوت است. ببینیم همگرایی یک سری دراین فضا به چه معنی 
است؟ یک دنباله در دک رعر[] همگرا به » است اگر و تنها اگر سرانجام در هر حجرة باز حول 6 
بماند. و یا باز هم اگر و تنها اگره سرانجام در هر استوانة باز حول » بماند. که این خود هم‌ارز است 
باآنکه بگوییم این دنبال, مه به مؤلفه همگرا به » است. بنابراین, همگرایی در مثال فضای تابعی ماء 
چیزی جز مفهوم آشنای همگرایی نقطه‌یی نیست: برابری ب = مم حطل1 به معنی آن‌است که برای هر 
|| ,۱0 6 ۰۸ (۸)م = limp” (A)‏ 

هرتابع پیوسته بر باز [۱ ,0], به طریق اولی مربع آن انتگرالپذیریابهاصطلاح مر بعی - انتگرالپذیر! 
است» در نتیجه» یک نگاشت متعارف از × به فضای هیلبرت [۱ ,0] "۰7 [۱ ,0] "1 ¬ چ متشکل 
ازتوابع مریعی - انتگرالپذیر روی [۱ ,9 با ضابطة ب +۲ م خواهیم داشت. اما این نگاشت. دنبال‌یی 
پیوسته است (مثلا با استفاده از قضية همگرایی لبگ" ) اما پیوسته نیست. زیراء اگر پیوسته بود لازم 


1. sequential continuity 2. square integrable 
3. Lebesgue convergence theorem 


۸ دواصل موضوع شمارایی 


می‌آمد که برای هره < ٤‏ یک حجرة باز 6 حول مبداً در فضای (۱[۰ ,۱ -] بتوان بافت به‌گونهای 
که برای هر ۲ ۲۱ ۸ € مص داشته باشیم × > ۲ .اما شرط «تعلق به 6» شرطی است برای 
مقدار م» در تعدادی متناهی از نقاط [۱ »]٥,‏ و چنین شرطی نمی‌تواند مانع آن باشد که ×4" رل به 
دلخواه به عدد ۱ نزدیک شود: 


1 ب و 2 0 


گزارۃ ۱. اگر 26 شمارای یکم و۲ فضای توپولوژیک دلخواهی باشد. آنگاه نگاشت 

۳ وه ات و هار پوت دای اش 
برهان. فرض‌کنیم 7 پيوستة دنباله‌یی باشد و × € ».و یک همسایگی (0) باشد. باید نشان 
دهیم که: یک همسایگی ۷ برای ۵ هستکه 17 > (/۶)1. فرض کنیم هیچ /ابی. خصوصاً اشتراک 
متناهی ,۲۱۰۰۰۲۱۲ ۲۱ از های عضو یک پایة همسایگی شمارای نقطة », در این شرط صدق 
نکند. نقطة ,۷ ۲۱۲۱۰۰۰۲۱ € م6 را چنان انتخاب می‌کنيم که € 2 (ہ) . دراین‌صورت. دنبالة 
2(«<۱) به » همگرا خواهد بود زیرا در هر همسایگی » یک :۷ قرار دارد و برای هر < 0 خواهیم 
داشت :۷ € برد . اما البته دثبالة نگاره نمی‌تواند همگرا به  )0(‏ باشد, زیرا اصلاً به ل نفوذ نمی‌کند, 

واین هم با پیوستگی دنبال‌یی ۶ متناقض است. چیزی که می خواستیم اثبات کنیم. 0 


شاید مهمتر از مفهوم پیوستگی دنباله‌یی؛ مفهوم فشردگی دنباله‌یی باشد. و دراین مورد نیز اصل 
این دک تن یک ای ا کنر 


تعریف (فشردة دنباله‌یی). یک فضای توپولوژیک ٭ را فشرده دنبال‌یی" گویند اگر هر دنباله در 


1. sequentially Compact 


نقش اصلهای موضوع شمارایی ۱۰۹ 


× یک زیر دنبالة همگرا داشته باشد. 


غالباً مطلوب این‌است که فشردگی و فشردگی دنبال‌یی, یکی شوند. خواه ب‌آن دلیل که گاهی 
زیردنباله‌های همگرا مورد نیازند. و خواه در جهت عکس: اطلاعات ما از دنباله‌ها خیلی بیشتر از 
اطلاعات ما از پوششهای باز است. مواردی که خصوصاً در فضاهای تابعی اغلب پیش می‌آید. اما 
این دو مفهوم فشردگی و فشردگی دنباله‌یی یکی نیستند. و حتی نمی‌توان گفت که یکی از آنها مستلزم 
دیگری است. به جای آنکه مثالی برای نكتة اخیر بیاورم, یک منبع اطلاعات به شرح زیر تهیه می‌کنم: 
فرض کنیم #. و 2 دوویزگی توپولوژیک باشند و بخواهیم معلوم کنیم که استلزام 2 ج 7 برقراراست 
یا نه. حال فرض کنیم شما حس می‌کنید که تحقیق آن بیش از حد مشکل, با اعتماد به تحقیق دشوار 
ویا صاف و پوست‌کنده بگوییم انجامش برای شما خسته‌کننده است. واضح است که در این‌صورت. 
اولین کتاب توپولوژی را که در دسترس شماست برمی‌دارید وبه فهرست راهنمای آن مراجعه می‌کنید تا 
ویزگیهای 7 و # را بیابید واگر حکم 2 ج له واقعاً صادق باشد. احتمال زیاد هست که آن‌را به شکل 
یک لم درکتاب بیابید. اما اگر حکم 7 << #7 صادق نباشد. شانس شما لااقل در حالت کلی؛ کمتر 
است. خوشبختانه کتاب خوبی برای این‌گونه موارد هست که خیلی عالی است. نام این کتاب منالهای 
نقض در توپولوزی» تألیف ل. آ ستین وی. آ. زٍباخ مرجع [۱۷] است. دراين کتاب ۱۴۳ تا از عجیب 
و غریبترین فضاهای توپولوژیک, یکایک تشریح شده‌اند. در پایان کتاب» یک «جدول مرجع» گنجانده 
شده است. که جدول بزرگی است وشما می‌توائید با یک نگاه تشخیص دهید که ال مورد بحث کدام 
یک از ۶۱ ویژگی توپولوژیک مطرح شده را دارد !! 

تنهاکاری که شما باید انجام دهید. بررسی و جستجوی ویژگیهای 27. و # درستونهای جدول است. 
ازجمله (برای آنکه به زمينة مورد بحث بازگردیم). درآن جدول, مثالهایی از فضاهایی خواهید یافت که 
فشرده‌اند ولی فشردة دنباله‌یی نیستند." وبعکس " به‌هر حال, گزارة زیر را داریم: 


گزارة ۲ هر فضای فشرده شمارای یکم فشرده دناله‌یی نیز هست. 
برهان. فرض کنیم ا<م(م2) دنباله‌ای در ٭ باشد. نخست تنها با استفاده از فشردگی 2 
ملاحظه می‌کنیم که باید یک نقطة × > ۵ وجود داشته باشد به گونه‌ای که این دنباله, در هر همسایگی 


۱ .تصویر بخش ابتدایی جدول مرجع کلی: مندرج در صفحة ۱۹۴ کتاب «مثالهای نقض در توپولوژی» مرجع [۱۷]؛ در 
ص ۸۲ کتاب ینیش آمده است. که ترجمة آن در صفحة ۱۱ همین کتاب نقل می‌شود. البته استفاده از حدول» ويدة 
خوانندگان آن کتاب است» زیرا در جدول فقط شمارة مثال ذکر شده است و شرح مثال در متن همان کتاب آمده است. 
وانگهی. دراين صفحه فقط ۰ ویرگی نام برده شده و ۳۱ ویرگی دیگر در صفحة دوم جدول به چشم می خورد. سپس» 
برای مثالهای ردیفهای بعد. جدول ادامه می‌یابد. 

ال ۱۹۵ درل مال ۴١‏ قزر دول ی 


شمارای دوم 


SECOND COUNTABLE 
FIRST COUNTS TT E 


|couNTABLE CHAIN CONDITION | CHAIN CONDITION |counTasLB نم‎ conprrlOon Jll’ ا‎ 
PARACOMPAOT تانق‎ 


۲ رذیت ۵ بوط به مین زیر کاب است: هر تاع | ز یک مجموعة × با توپولوژی گسسته» پیوسته است. لذا 


صادق بودن ۹ در آن ( ارزش 6 با نبودن ( ارزش (o‏ مورد ندارد. کل ۱۴ ردیف مشمول این قاعده‌اند و لذا 
فقطظ ۱۳۹ مثال در حدول ارزشیابی شده‌اند. 


METACOMPACT فرا فشرده‎ 
COUNTABLY PARACOMPACT فافش ده :شمارا‎ 
COUNTABLY METACOMPACT فرافشردۂ شمارا‎ 
FULLY NORMAL تماما رمال‎ 
FULLY Te تماما ت د خهان‎ 
CONNECTED 
PATH CONNECTED 
ARC CONNECTED 
HYPER CONNECTED ابر همبند‎ 
ULTRA CONNECTED فرا همبند‎ 
LOCALLY CONNECTED موضعاً همبند‎ 
LOCALLY PATH CONNECTED مخ هند دزا‎ 
LOCALLY ARC CONNECTED موضغا هند کم‎ 
BICONNECTED همبند دوگانه‎ 
HAS DISPERSION POINTS نقاط پاشیده از هم دارد‎ 
TOTALLY PATH DISCONNECTED کل ناهمبند - راه‎ 
TOTALLY DISCONNECTED 
TOTAOLLY SEPARATED 
EXTREMALLY DISCONNECTED فرینه ناهمبند‎ 
ZERO DIMENSIONAL ضفرت بعد‎ 
SCATTERED پراکنده‎ 


همبند ۔ راه 


همیندے ن 


۳۱ 
ات 


METRIZABLE E 
o-LOCALLY FINITE BASE با ای »موضعاً متناهی‎ 
TOPOLOGICALLY COMPLETE کامل از حیث توپولوژی‎ 
SECOND CATEGORY از رستة دوم‎ 
COUNTABLE شا‎ 
CARD LESS THAN C توان کنر از وتار‎ 
CARD=C وان را ار‎ 
CARD NOT EXCEEDINGY® ۲۶ با توان نامتجاوز از‎ 


STRONGLY CONNECTED قویا همبند‎ 


1 


۲۳ دواصل موضوع شمارایی 


0 بینهایت بار نفوذ کند. وگرنه, باید هر نقطة ± یک همسایگی 0 داشته باشد به‌گونه‌ای که این 
دنباله را فقط درتعدادی متناهی ازدفعات قطع‌کند. اما از آنجاکه ,یلا لا۰۰۰لا ,یلا = ۰26 سرانجام 
پیشروی دنباله در جایی متوقف می‌شود. اما اگر ۵ یک پاية همسایگی شمارا مانند ا داشته 
باشد. آشکارا می‌توان یک زیر دنباله مانند چم [ ,م2) جنان انتخاب کرد که ۲۲۳۱۰۰۰۲۱۲۷۸ > ,ہ2 
و دیده می‌شود که این زیر دنباله همگرا به ست. همان چیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. 0 


پیوست جهت استفادۀ بیشتر خوانندگان, سایرویژگیهای مندرج در جدول ص ۱۹۵ مرجع [۱۷] را 
نيزدرصفحة ۱۱۱ آورده‌ایم. ولی از ذکرارزشهای ۱ وه مثالها خودداری می‌کنيم. زیر برای خوانندگان 
خالی از فایده خواهد بود. - م. 


ص 
۳ 


گزارة ۲. برای فضاهای متری» مفاهیم «فشرده» و «فشرده دنباله‌یی» منرادف‌اند. 

پرهان. فرض کنیم × یک فضای متری فشردة دنباله‌یی باشد و ۸« (7]) پوششی باز برای آن, 
که زیرپوشش متناهی ندارد. می‌خواهیم به یک تناقض برسیم. برای هر 2 € 2 یک ()۸ چنان 
انتخاب می‌کنيم که علاوه برآنکه 3 عضو )را ات عملا به معنی زنر کر آن شتا نشانیده شده 
باشد: یک گوی باز بزرگ به مرکز 2 و مشمول در (م)«7] بتوان در نظرگرفت به قسمی که شعاع آن ٣‏ یکی 
از دو خصوصیت زیر را داشته باشد. یا بزرگتر از ۱ باشد و یاگوی به شعاع ۲۲ حول ته در هیچ یک از 
مجموعه‌های عضو این پوشش قرار نگیرد. روشن است که می‌توان چنین (:۸)2 ای برگزید. 

اکنون یک دنبالة ,حم( م2) را به استقراء چنان انتخاب می‌کنیم که 


U\(z..)‏ تال زر ¢ م1 


ی کو کو یک ا کا ای ا ا کک 
است ویا آن قد ر بزرگ است که گوی باز به شعاع دو برابر این فاصله و مرکز :4 در هیچیک از مجموعه‌های 
عضو پوشش مفروض نمی‌گنجد. فرض کنیم 0 حد یک زیر دنبالة این دنباله باشد وه  <‏ < ۱ به 
قسم ی که (م)«/ > (21,)0. دراین صورت. باید این زیر دنباله سرانجام در (۵) ۴/۵ بماند واین هم 
ایجاب می‌کند که نقاط دنباله, بیش ا زآنکه روش ساختن آن اجازه می داد به هم نزدیک شوند و دور هم 
گرد آیند. واین تناقض است. همان چیزی که می خواستيم. 0 
۱ 1 

راجع به اصل موضوع اول شمارایی به همین بسنده می‌کنيم. ببینیم در چه مواردی با اصل موضوع 

دوم سروکار پیدا می‌کنیم؟ در جایی بسیارمهم. در تعریف «خمینه‌ها»" » به شکل زیر: خمينة توپولوژیک 


1. manifolds 


نفش اصلهای موضوع شمارایی ۱۱۳ 


بعدی: یک فضای هاوسدورف شمارای دوم موضعاً همسانر یخت با ”۴ است. دربسیاری از شاخه‌های 
ریاضیات, مثل توپولوژی دیفرانسیل, هندسة ریمانی,گروههای لی» رویه‌های ریمان, وغیره» اشیاء مورد 
مطالعه خمینه‌های توپولوژیک با ساختارهای اضافی هستند. و باز در برخی زمینه‌ها مثل فضاهای 
مختلط ' ساختارهایی بررسی می‌شوند که به نحوی شبیه خمینه‌ها هستند. و باز هم می‌خواهند که این 
فضاها شمارای دوم باشند. (ص ۱۸ مرجع [۱۰] دیده شود). بنابراین؛ می‌توان گف ت که این اصل موضوع 
دوم یکی از اصلهای موضوع بنیادی در بخش اعظم هندسة جدید و توپولوژی است. 

از تعریف تنهای خمینه, بلافاصله دیده نمی‌شود که ازاین اصل موضوع ما جه انتظاری داریم. اما 
اهمیت فنی آن را همین الآن روشن خواهیم کرد. درواقع, این اصل امکان می‌دهد که برای هر پوشش باز 
۸ع<(<7) (وخصوصاً برای هر خانواده از همسایگیهای بازبه شکل برع, ( ]یک زیر پوشش شمارا 
بتوانیم پیدا کنیم. واین خود نیز در بسیاری از ساختمانهای استقرایی و برهانهایی که با شناخت موضعی 
(مانند همسانر یختی موضعی با ”8[!) آغا زمی‌شوند مفید است. وامکان می‌دهد از ,07 !07۱1۰۰۰۱ 
به ہے لا ,یلا لا ۰۰۰ لا ,ا برسیم. اما باید دانست که اصل موضوع دوم شمارایی فقط یک 
بزارفنی نیست: چنانچه این اصل راکنا می‌گذاشتيم. قضایایی در توپولوزی دیفرانسیل, از قبیل قضية 
متریکپذیری خمینه‌هاء قضية نشاندن ویتنی" » قضية سارد" وغیره. دیگر ملم نبودند واعتبار خود را 
از دست می‌دادند. 

البته فضاهایی را که دراصل دوم شمارایی صدق نمی‌کنند ولی در سایر موارد شبیه خمینه‌ها 
هستند. نمی‌توان صرفا به دلیل فوق کنارگذاشت. کسی جه می‌داند. شاید این‌گونه فضاها خیلی حالب 
باشند! ...اما به نظر نمی رسد که جنین باشد, هیچ دلیل قطعی برای مطالعة این‌گونه «خمینه‌ها» در 


دست نیست. 


در خاتمة این فصل, به موضوع تفکیکیدیری اشاره می‌کنم که گاهی درتوبولوژی مطرح می شود و 


تعریف یک فضای توپولوژیک را تفکیکپذی گویند هرگاه شامل یک مجموعة چگال شمارا 
ناشند. 


این ویژگی» بااصول اول ودوم شمارایی» ماهیتی متفاوت دارد بدین معن یکه زیرمجموعه‌هااین ویژگی 
را به ارت نمی‌برند. به عنوان مثال, مجموعة "8 با توپولوژی حاصل از ربع صفحه‌های , 18 + (ل2:,1) 


1. complex spaces 2. Whitney embedding theorem 3. Sard theorem 
4. separable 


۴ دواصل موضوع شمارایی 


چگال است. اماء از سوی دیگر «قطر فرعی»۱ 0 ل + 7 یک زیر فضای گسسته و ناشماراء و لذا 
مک گنیر اتف 


۰)2, 2( 
۰)1, 1( 
۰)0, 0( 


حالا شما خواهید گفت. بفرماء این مثال که یک مثال آسیب‌شناختی است. تصدیق می‌کنم! اما در 
فضاهای «مناسب», مثلاًّدر فضاهای متری» می‌توان ازمفهوم تفکیکپذیری صرف نظ رکرد. ز برا نضاهای 
متری تفکیکپذیرند اگر و تنها اگر شمارای دوم باشند. در هر حال, شمارایی دوم مستلزم تفکیکپذیری 
است و برای فضاهای هیلبرت» تعریف فوق معادل با تعریفی است که قبلا در مورد تفکیکپذیری آورده 
بودیم: وجود یک پاي هیلبرتی شمارا. 


1. antidiagonal 


پیش از پرداختن به‌خود مجتمعهای ضعیف ‏ توپولوژي متناهی - بستار, مایلم مطالبی دربارة 
طلایه‌دارهای آنهاء یعنی مجتمعهای سادکی ' بیاورم. زبان توپولوژی نقطه - مجموعه به‌ما امکان 


1. simplicial complexes 


۶( محتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای ۷) 

می‌دهد تا مسائل متعدّدی را که د رآغاز به‌نظر ما خیلی پراکنده می‌رسند. بهاختصار و هماهنگ با 
یکدیگر مطرح کنیم و آنها را تحت یک بیان شهودی مشترک ارائه دهیم. اما راستش را بخواهید. باید 
بگوییم که توپولوژی نقطه - مجموعه, در حل بعدی این‌گونه مسائل» سهم جندانی ندارد. روشهای حل 
تا حد زیادی, از توپولوژی جبری گرفته می‌شوند. این نکته‌ای از قبل خیلی زود به‌آن پی برده 
شده‌بود. و از همان ابتدای کار (یعنی تقریباً ازاوایل سدة بیستم)؛ یکی از تلاشهای عمده در توپولوژی 
بسط دستگاه توپولوژی جبری بود. متون کلاسیک» درسی نوپولوژی زایفرت - ترلفال' ويا 
کتاب توپولوژی آلکساندروف - هوپف جلد اول" » عمدتاً شامل توپولوزي جبری هستند و بخشبندی 
توپولوژی به‌توپولوژی «نقطه - مجموعه» و توپولوژی «جبری» به‌عنوان شاخه‌هایی از توپولوژی» بعدهاء 
پس از جنگ جهانی دوم براثرازدیاد حجم مطالب» صورت پذیرفته است. 

در واقع می‌توان گفت که توپولوژی جبری با سادکها شروع می‌شود: 


تعر یف( (سادک) ). منظور از زیک سادک ۾ بعدی Re‏ اد در کل علاف و ی 7 
۱ + £ نقطه‌یی» ( 0 , ۰ بای دروضعیت کلی است. 


دراین تعر یف غلاف مخدب تقاط لاه e‏ ۰( مجموعة 


k 
(SA) +--+ = 1, ۳ 2 ا‎ 
است و منظوراز «وضعیت کلی» آن‌است که دستگاه‎ 
(U — Uo, <<, Uk ™— Uo) 


نامه خط ات 


۰ 
o 


ولا 


نت 
CE‏ 
o‏ 
¢ 
ا 
ت 
۱ ۱ 
ce‏ 
& 


و سادک ۳ ۔ بعدی سادک ۲ - بعدی سادک ۱ - بعدی سادک ۵ بعدی 
Seifert-Threlfall, Lehrbuch der Topologie(1934)‏ .1 


2. Alexandroff-Hopf, Topologie I[(1935) 3. k-dimensional simplex 
4. k-simplex 5. convex hull 6. linearly independent 


مجتمعهای سادکی ‏ ۱۱۷ 


نامگذاری. غلاف محدب یک زیر مجموعه از [م0 ,۰۰۰ ,,) ریک زیر سادک" ویایک وجه" 


( 0 ۰-۰ ,8)0 می نامند: 


U3 


زیر سادک ۱ - بعدی (یال) 
S(ur, ur)‏ 


زیر سادک * - بعدی (راسن) 


۱ 


o 
زیر سادک ۲ - بعدی‎ 


01 


تعر یف (مجتمع سادکی یا چند وجهی). یک مجموعة × از سادکھای "18 را یک مجتمع سادکی 
یا یک چند وجهی" گویند هرگاه در سه شرط زیر صدق کند: 

(1) وقتی 16 شامل یک سادک باشد. شامل همه وجه‌های آن نیز باشد؛ 

(ذز) اشتراک دو سادک عضو 1 یا تھی وبا یک وجه مشترک باشد؛ 

(نز) (در حالتی که 16 امتناهی است): 16 موضعاً متناهی باشد, بدین‌معنی که هر نقطة "13 یک 
همسایگی داشته باشد که فقط تعدادی متناهی از سادکهای 16 را قطع کند. 
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2 


بلکه باید ب‌دقت با هم جفت و جور شوند. اینک چند مثال: 


(۱) روية هشت وجهی" : این چند وجهی از هشت سادک ۲ بعدی (و وجوه آنها) تشکیل شده 
است. این مجتمع را می‌توان یک «صورت خاص سادکی» ازکرة دوبعدی دانست. 


1. subsimplex 2. face 3. polyhedron 4. octahedral surface 


۸ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای CW‏ ) 


(۳) یک «نوار سادکی موبیوس» ۲ 


EFE 


(۴) یک موجود سادکی, که از سه نوع سادک مثالهای قبل نیست. بلکه سادکهای تشکیل دهندة 
آن می‌توانند بدگوه‌ای کلیتر همدیگر را قطع کنند. ۱ 


1. simplicial torus 2. simplicial Möbius strip 


۱۱٩  یکداس مجتمعهای‎ 


تعریف. زیر فضای .لا =: || ازفضای ”8 را فضای توپولوژیک زیربنایی مجتمع ۸ 
شین نامه ۱ ۱ 


Kı # Kr‏ اما (Kr,‏ = کل 


هر چند اختلاف بین 76 و | | آشکاراست, ولی شما به‌ما حق می‌دهید که در مورد این اختلاف 
خیلی ملا نقطی نباشیم که در همة احوال, چه در نمادگذاری و چه درواژه‌ها روی اختلاف آنها تأکید 
کنیم: از این رو گاهی» با تسامح» از مجتمع سادکی 18۳ > > صحبت می‌کنيم (درحالی‌که |۸| 
موردنظراست)» و لحظه‌ای بعد از سادکهای آن سخن می‌رانیم ( که دراین حال» منظور 1 است). البته. 
موارد فراوانی وجود دارند که تمایز دقیق بین دو مفهوم جنبة اساسی دارد. از جمله» موارد این فصل که 
از همین‌گونه‌اند. 

۷ 

همین قدر توضیح برای مفهوم مجتمعهای سادکی کافی است. اما فايدة آن جیست؟ از دیدگاه 

توپولوژی» مجتمعهای سادکی, به‌عنوان زیر فضاهای 187 فقط رده‌ای از فضاهای توپولوژیک را تشکیل 


۰ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی منناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷۷) 


می‌دهند که اش شا دسا را ی ی د .امایک صفت ویژه د رآنها هست: جنانجه درمورد 
یک مجتمع مفروض» بدانیم که تعداد سادکهای اساسی آن ( ر یعنی آنهایی که وجوه سادکهای بزرگترئ در 
ا نیستند) درهربعد («اعداد سادکین ۷ ) چقدراست. و هم‌چنین بدانیم درچه رآسها (درنتیجه درحه 
پهلو" هایی) این سادکها («سادکهای وقوع»" ) مشترک هستند, دراین‌صورت فضای | ۸ | با تقریب 
همسانریختی معین می‌شود. ببینیم چگونه ازاین داده‌هاء یک فضای همسانر یخت با | | می‌سازیم؟ 
برای این کار به‌ازای هر بعل یک سادک استتانده مثل ER4)‏ وهه 6۱۰) 8 كت ۸ با بردارهای که در 
تب به‌عنوان رژوس, درنظر می‌گیر یم» سپس حاصلجمعهای سخه‌های جداازهم سادکهای استانده . 
ا, به‌تعدادی که اعداد سادکی تعیین می‌کنند. تشکیل می‌دهیم: 


زره + ...+ (A,‏ + ...+ (رظ + ۰۰۰+ X = (A,‏ 
و سرانجام» بهلوهای متناظر را با استفاده از داده‌های وقوع. با هم یکی ی کی نج 
a‏ 
a‏ داده‌های وقوع 
نا a ¬+ a,b ¬+ b'‏ 
: پک 
ي“ 
جح و 
رامین ۰ امین 
حمعیده × 


هاوسدورف | | داریم که الزاماً یک همسانر یختی است. 
مثال. ساختن یک هشت وجهی از هشت سادک ۲ بعدی: 


ار هل ۵ ۳ ۵ 
VW‏ ۱ 


روشن است که اعداد و وقوعهای سادکی» اطلاعاتی بیشتر از نوع همسانریختی فضای || به‌ما 


1. simplex numbers 2. side 3. simplex incidences 


محتمعهای سادکی ۱۲۱ 


می‌دهند؛ با تقریب یک همسانریختی که سادکها را به‌طور آفین به سادکها تبدیل می‌کند. فضای 
|| را می‌شناسیم. اما بیش از این» هیچ‌چیز به‌ما نمی‌گویند. و همان‌طور که در مثال زیر دیده 
ی زق خصو ضا فنط هانکای اغداو و وقوعهای ا کی نمی وان موفعیت: 14 را در فضا 
حتی «از لحاظ ماهیت». تثبیت کرد: 


NN 


حال به‌مطلب اصلی خود بار می‌گردیم. اگر به جای یک فضای تویرلوزیک یک فضای مجتمع 
سادکی همسانریخت با آن فضا بگذاریم اعداد و وقوعهای سادکی این مجتمع» هنوز ناورداهای 
توپولوژیک برای آن فضا نیستند. اما با اطمینان می‌نوانیم بگوييم که همه ناورداهای توپولوژیک 
توان بە‌کمک این داده‌ها محاسبه کرد. زیا این داده‌ها برای بازسازی فضای اصلی با تقریب 
طول حندین دهه» همه تلاشها در مسیری که این مطلب شان می‌داده. هدایت شده‌اند. آنجه 
دست آخر از این تلاشها سر برآورده به‌زبان امروزی» نخستین تابعگون مهم توپولوژی جبری» یعنی 
تابعگون مانستگی سادکی" بوده است. از لحاظ ساختمان این تابعگون, تابعگونی است هموردا 
مانند ( ... 8٠,‏ وم23) = ب7 از رستة مجتمعهای سادکی ونگاشنتهای سادکی ' (نگاشتهایی که 
سادکهای - بعدی ۳ به‌طور آفین ند سادکهای - بعدی» «k' < k‏ می‌برند)» پا («رستة سادکی»." 
به رستة گروههای مدرج آبلی". عامل تعیین کننده در این میان. قضایای ناوردایی هستند که 
ایجاب می‌کنند که .1 معرف تابعگونی باشد ( که این نیز با .۳ نموده می‌شود) از رستة فضاهای 
توپولوژیک» همسانریخت با مجتمعهای سادکی و نگاشتهای پیوسته به رستة گروههای مدرج آبلی: 


1. simplicial homology 2. simplicial maps 3. simplicial category 
4. category of graded abelian groups 


۲ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷۷) 


رستة فضاهای توبولوژیک 
همسانریخت با مجتمعهای 
سادکی و نگاشتهای پیوسته 


باید دانست که هر جند مانستگی سادکی مدتها پیش از قضابای ناوردایی وجود داشته است. اما 
تباید گمان کرد که «ناوردایی» عازضه‌ای است که براثر «خسن تصادف», مانستگی سادکی را ابزاری 
مفید برای تویولوژی ساخته است. روشن است که آفرینندگان مانستگی سادکی؛ شهودی هندسی برای 
این موضوع داشته‌اند. واز همان آغا کار ناوردایی توپولوژیک را مدنظر داشته‌اند. 

آری» در آغاز چنین بوده است. امروزه تابعگونهای بیشتری افزوده شده‌اند وحتی خود مانستگی 
نیز پیشرفت بیشتری نموده است و با عبارات دقیقتری نیز بیان می‌شود. («محاسبة مانستگی بهکمک 
زنجیرهای سادکی مانند محاسبة انتگرالهای 4(:) ۶ ب‌کمک تقریب زدن مجموعهای ریمانی 
است» نقل از ص ۱۱۹ کتاب درسهایی در توپولوژی جبری, تألیف آ.دولد. چاپ ۰۱۹۷۲ مرجع 
[۵] ).اما ساختن یک فضا با بلوکهای ساختمانی ساده. امروزه هم مانند گذشته, بسیار مفید است با 
این تفاوت که معمولاٌ به حای استفاده از مجتمعهای سادکی» امروزه از مجتمعهای ضعیف - توپولوژي 
متناهی - بستار استفاده می‌کنند. که خود آنها نیز یک نوع «نسل دوم جند وجهیها» تلقی می‌شوند 
و بسیار انعطاف‌پدیرتر و عملیترند. این موضوع که مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار چه 
هستند. و ویژگیهای اساسی آنها چیست. و از جه نظر بر مجتمعهای سادکی مزیت دارند. و به جه 
دلیل فقط پس از مجتمعهای سادکی توانسته‌اند ابداع شوند» موضوعی است که در بخشهای آتی به‌آنها 
خواهیم پرداخت. 


۲. تجزیه‌های حجره‌یی 

یادآوری می‌کنيم که افراز یک مجموعة × مجموعه‌ای است از زیر مجموعه‌های ناتهی 26» دو به‌دو 
جدا از هم. که اجتماعشان برابر تمامی ٭ است. بنابراین, هر عضو ۸ دریکی وتنها دریکی از چنین. 
زیر مجموعه‌ها قرار دارد. یک فضای توپولوژیک را یک 7- حجره" نامیم هرگاه با "18 همسانر یخت 


1. partition 2. n-cell 


تجزیه‌های ححره‌یی ۱۳۳ 


باشد. یک تجز یه حجره‌یی" برای فضای توپولوژیک .یک افراز × است به زیر فضاهایی که هرکدام 
یک حجره هستند. 

یک فضا با یک تجزیة حجره‌یی (8 ,×) را یک مجتمع €۷ یا مجتمع ضعیف - توپولوژی 
متناهی - بستار می‌نامیم هرگاه دراصول موضوعه‌ای چند صدق کند. این اصول را دربند آتی رسما نام 
خواهم برد. اما اول بگذارید با حجره‌ها و تجزیه‌های حجره‌یی آشنا شویم. 

از آنجا که 8° فقط یک نقطه دارد. ٥‏ - حجره‌ها دقیقاً نضاهای یک نقطه‌یی هستند. گوی‌باز 2 
وکرة سودة؟ ۷ ( کره منهای یک نقطه)» همان‌طورکه همه می‌دانیم همسانریخت با ”® و در 
نتیجه ‏ - حجره هستند و (همسانریختی "18 2۶ 5۳۱0۶ از اه تصویرگنجنگاشتی" برقرارمی‌شود. 
و هسانریختیهای 2 +2 دو + 1۳۳ ازراه تصوير مرکزی و قانم). 
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به‌کمک یک تابع پيوستة مثبت 16 + ۲ "5 : ۲ به‌عنوان «عامل کشش»» یک همسانریختی از 
R”‏ بروی) خودش حاصل می‌شود که ضابطه‌های آن ‏ ۲۷ 0و 


7 
| | جع و 
ا 


هسستتند . به‌ویژه, این همسانر یختی. جنانکه درشکل دیده می‌شود. ۳ را بروی یک ۸ہ حجره مي برد: 


حجره 
این شيوه» شيوة ساده‌ای است که حجره‌های فراوانی برای ما فراهم می‌سازد. درواقع؛ حتی می‌توان 
گفت که هر زیر مجموعۀ باز ستاره‌یی شکل در ”® یک - حجره است؛ بهترین راه برای مشاهدة اين 
ام, آن‌است که شارش" یک میدان برداری شعاعی مناسب را در نظر بگیریم. 


1. cell decomposition 2. punctured sphere 3. stereographic projection 
4. flow 


۴۳ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷) 


این یادآوری فقط یک یادآوری حاشیه‌یی بود» ودرحال حاضرنبایستی توجه شما را به حنین جیزهای 
شگفت‌انگیزی معطوف کنم. زرا هر چند یک حجره همواره یک حجره است. اما نحوة قرارگرفتن حجرة 
این مثال در '8. قطعاً نمونة نوعی نحوة خاص و مطلوب قرارگرفتن حجره‌ها در مجتمعهای °٥۷‏ 

مهمتر از همه» این پرسش است که آیا یک 10- حجره می‌تواند در عین حال یک 17 - حجره به‌ازای 
و 70 باشد؟ باید فوراً بگویم که جواب منفی است. برای 770 < ,18۳ 2 "12 اين مطلب را نخست 
ل. ا. ی براوتر در ۱٩۹۱۱‏ ثابت کرد وبرهان آن ساده نیست. فقط دو حالت آن بدیهی هستند: 13۳ و 
8۲ با هیچ یک از فضاهای با بعد بیشتر ”8 همسانریخت نیستند ('® یگانه فضای "ای است که 
می‌تواند با برداشتن یک نقطة تنها ناهمبند شود). با وجود این» اگر مجاز باشیم اندکی توپولوژی جبری 
به‌کار پریم» اثبات قضية براوتر ساده می‌شود: اگر 1۳۳۳ = 1۳ , آنگاه 


۵ = 1۳*۱0 
ازاین رو 
ge‏ ا R™\o‏ بح 1۳0 24 g7‏ 
و بنابر ناوردایی مانسته جايي مانستگی» خواهیم داشت 
)7,۱ = (۱ 77۱/8۳ 


اما می‌دانیم 2 = (*77,)9 برای ه < ۾ = ۵ وه = (*73,)9 برای ۵ < 6 ج .لذا" = « 
همان چیزی که می خواستیم ثابت کنیم. وانگهی. ا فان اھا یک‌برهان ودرک ا ریا ور 


1. Luitze Egbertus Jan Brouwer 


منهوم مجتمع ضعیف - توپولوژي متناهی - بستار ‏ ۱۲۵ 


استخراج ابزارهای مانستگی» هیچگاه از قضية براوثر استفاده نشده است. لذاء می‌توانیم از بعد یک حجره 

آنچه که راجع به حجره‌ها به‌عنوان موجوداتی منفرد گفتیم. کافی است. اکنون به جستجوی مالهایی 
ازتجزية حجره‌یی می‌پردازيم. هر مجتمع سادکی ل به‌گونه‌ای متعارف» مقرف یک تجزیة حجره‌یی | 15| 
به‌شرح زیراست: اجتماع کلية وجوه سر یک سادک 9 را مر زآن می‌نامند وبا نماد 05 نشان می‌دهند 
و5۱05 را «سادک بازه وابسته به 5 می‌نامند. سادکهای بار حجره هستند و اجتماع كلية سادكهاي باز 
یک مجتمع سادکی ٤‏ یک تجزیۂ حجره‌یی برای | | درست می‌کنند. دو مثال دیگر در شکلهای زیر 


دیده می‌شود: 
نقطه (0- 
۸٤‏ (7 - حجره a‏ 1 
و = کل که به دو ۲ رویة مکعب است, که به‌طور م2 متعارف به هشت 


۳ ۳ حجرة 0 - بعدی. > دوازده حجرة ۱ - بعدی» و شش 
حجره بجر به شده است 
حجرهٌ ۲ - بعدی تجزیه شده انت 


مثالهای فوق مثالهای خیلی خوشرفتارند. چنانچه اصول موضوعه مانع نبودنده می‌توانستیم یک 
فضا را با انتخاپ, مثلا حجره‌هایی دوبه‌دو جدا از هم واقع در آن, (مثلاً در «ستارة» صفحة پیش) تجزیه 
کنیم. و بقية نقاط هم به‌عنوان ۵ - حجره‌های این تجزیه. تعریف می‌شدند. اما با تجزیه‌هایی ازاین قبیل 
هیج‌گونه کار معقولی را نمی‌توان شروع کرد. و به‌همین دلیل اکنون به «اصول موضوعة مجتمعهای 0۷ 
یا مجتمعهای ضعیف - توپولوژي متناهی - بستار» باز می‌گردیم. 


کی م فت یزارف ماه دبمار 

تعر یف (مجتمع ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار ). یک زوج (# ,2۴) متشکل ازیک فضای 
eG AO E‏ ا 
مجتمع 01۷)) نامیده می‌شود هرگاه در سه اصل موضوع زیر صدق کند: 


اصل موضوع ۱ («نگاشتهای مشخصه» ۲). برای هر ۸ ۔ حجرء 8 € 6 یک نگاشت پيوستةً 
× د 1۴ : ,0 وجود دارد که گوی باز "1 را به‌طور همسانریخت روی حجرۂ »,و ٩۳7۱‏ را بتوی 


1. CW-complez 2. characteristic maps 


۶ منجمعهای ضعیف - توپولوژی منناهی - بستار (یا مجتمعهای 0۷۷) 


اجتماع حجره‌های با بعد حداکثر برابر ۱ - ٩‏ می‌نگارد. 

اصل موضوع ۲ («تناهی بستار»" ). بستار هر حجرۂ 6 € 6 یعنی 7. فقط تعدادی متناهی 
از سایر حجره‌ها را قطع می‌کند. 

اصل موضوع ۳ («تویولوژی ضعیشه»" ). یک زیر مجموعة × € 4 بسته استه اگر و 
تنها اگی برای هر 6 ۰ ۸۲۱۳ بسته باشد. 

این مفهوم در ۱۹۴۹ توسط ج. ه. ک. وایتهد" آورده شد و نام 61 از اصول ۲ و ۲ اخذ شده 
است. که ) حرف اول «101]6۵66۶ eااosاع»‏ و W۷‏ حرف اول «weak topology»‏ است. 
این دو اصل, شرایطی را تعیین می‌کنند که تحت آنها بینهایت حجره می‌توانند در مجتمع باشند (در 
مورد تجزبه‌هایی با تعداد متناهی حجره. این دو اصل خودبه‌خود همواره صدق می‌کنند). 

برای سادگی بیان از این به‌بعد به‌جای اصطلاح «ضعیف - توپولوژی» متناهی - بستار». نماد 
اختصاری «ضَْمَب» را بدکار می بر بم. 


تعر یف. اگر 21 فضابی تجز به شده به حجره‌ها باشد» XX‏ معرف اجتماع حجره‌هایی است 
با بعد نابیشتر از ۸ که آنرا ۸ کالبد' × می‌نامند. 


اصل ۱ (در مورد وجود نگاشتهای مشخصه) ۷ می‌گوید که باید ۳ حجره‌ها «چسبیده» 
به (۱-) -کالبد تلقی شوند. بعداء در بخش ۵ این حکم را دقیقتر بیان خواهیم کرد. پیش از این‌که 
مثالهایی برای روشن ساختن سه‌اصل فوق بیاورم. مایلم دو نتيجة بلافصل اصل ۱ راء که باید بی‌درنگ 
پس از تعریف در شهود شما راجع به مجتمعهای ضتمّب جای بگیرد ذکرکنم. به‌عنوان نمونه. هر مجتمع 
ضنْنّب ناتهی, باید دستکم یک 0- حجره داشته باشد. زیا اگره  <‏ کوجکترین بعد یک حجره 
باشد. آنگاه (2 )8۳-۱ نمی‌تواند در ۵ < ۲۳-۱ گرفته شود. همچنین بلافاصله نتیجه می‌شود 
که هر مجتمع ی متناهی, فشرده است. زیر اجتماع متناهی از زیر فضاهای فشردة 8)5 
e € 6‏ است. حتی واقعا درست است که بگوییم بستار هر حجره. فشرده است. دقیقتر بگوییم: 


گزاره. اگر یک تجزیة حجره‌یی یک فضای هاوسدورف ۴ در اصل موضوع ۱ صدق کند. 
آنگاه برای هر 10 - حجره 6 داریم (”2 )® = € و به‌ویژه بستار 2 فشرده است و «مرز حجرهبی» 
آن (877۱). = € در (۱ - 7) -کالید قرار دارد. 

برهان. در حالت کلی, برای نگاشتهای پیوسته داریم (۶)8 > (8). بنابراین: 


1. closure finiteness 2. weak topology 
3. John Henry Constantine Whitehead 4. n-skeleton 


مفهوم مجتمع ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار ۱۳۷ 


$.(D") 2€‏ 2 (1(۰),ظ < 6. جون یک زیر فضای فشرده از یک فضای هاوسدورف است: 


(۵.)(۳ باید بسته باشد. لذا برابر € خواهد بود. زیرا بین و € قرار دارد. همان چیزی که می خواستیم 


ثابت کنیم. [] 


اکنون, با توجه بهاصول موضوعه, نگاهی به‌چند مثال از تجزية حجره‌یی فضاهای هاوسدورف 


نخست برخی از تجزیه‌های متناهی که اصول موضوعة ۲ و ۳ خودبه‌خود در انها برقرارند. 
مثال ۱. 
€ 
e‏ 

سه 0 ہ حجره سه 0 حجره جھار 0 - حجره دو 0 - حجره 
سه ۱ - حجره سه ۱ - حجره چهار ۱ - حجره دو “١‏ حجره 
اصل موضوع ۱ اصل موضوع ١‏ اصل موضوع ١‏ اصل موضوع ۱ برقرار نیست 
برقرار است برقرار نیست برقرار است مرز حجره‌یی ‏ در 9 - 

مرز حجره‌یی » فشرده نیست کالید تسه 


مثال ۲. درتجزیة شکل زیر به سه حجرۀ 0 - بعدی و دو حجرة ۱- بعدی» اصل ۱ صادق نیست. 
زیرا مرز حجره‌یی 6 دره -کالبد نیست. اتفاقا؛ این مثال را نمی‌توان با تجزية دیگری «تثبیت کرد»: این 
فضا تجربه‌پدیر ضتْمبی نیست. 
يب 0 - ححره 


0 - ححره 


۱ - حجره 


۽ 7 0- حجره 


و غیره 


مثال ۳. تجزیهةمکعب وکره که درآخر بند پیش ملاحظه شد تجزیه‌های ضتمّب هستند. 

اکنون دو مثال می‌آوریم که نشان می‌دهند اصلهای ۲ و ۳ مستقل از یکدیگرند. 

مثال ۴. هر نقطۂ مرن یک 0 - حجره است» مرکزیک 0 - حجره است. و هر شعاع یک ۱- حجره 
است. اصل ۲ صادق نیست اما اصول ۱ و۲ صادق‌اند. 


۸ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای ۷۷)) 


هر نقطة مرز یک 
0 - ححره آتتت 
هر شعاع یک 9 
۱ - حجره است 
اصل موضوع ۲ صادق 
نیست. اما اصل موضوعهای 
مثال ۵. هرنقط دایرة مرزیک 0 - حجره. و قرص بازیک ۲ - حجره است»اصل ۲ صادق نیست؛ 
ااا ادو 


اصل موضوع صادق 
نیست. ولی اصل 
موضوعهای ۱ و ۲ 
صادق‌اند 


مثال ۶. تجزية یک مجتمع سادکی به سادکهای بان یک تجزیة صمب است. 


۴. زیرمجتمعها 

تعریف ولم ([زیرمجتمعها). فرض کنیم (6#,) یک مجتمع ضَْمب. 4 > & 
محموعه‌ای از حجره‌های آن و٤‏ ےہ لا = '٭ اجتماع آنها باشد. دراین‌صورت. ( 6 ,2) را یک 
زیرمجتمع' (8 ,) می‌نامیم هرگاه یکی از سه شرط هم ارز زیر برقرار باشد: 

(الف) ( 2 ,26) نیزیک مجتمع مب باشد؛ 

(ب) ۲ در ٭ بسته باشد؛ 

(پ) برای هر 6 6 "20 € 2. 

برهان هم‌ارزی این سه‌شرط. (پ) < (ب) پیش پاافتاده است. 

(ب) ج (پ). باید نشان دهیم که برای ه رگ € × بسته است. ا زآنجاکه × بستارمتناهی 
است,داریم(؛۵ ل۱ ۱0۰.۰ 2) 2۲0۱ < 6 0۱ که بنابر(پ) مساوی است با( ۱1۰۰۰۱ ,6 5 
و درنتیجه بسته است. همان چیزی که می خواستیم ثابت کنیم. 

(پ) ج (الف). هرنگاشت مشخصة م9 نسبت به ('4.'×) بهازای 6 € » نسبت به (8 ,26) 


1. subcomplex 


زیر مجتمعها ۱۳۹ 


نیز نگاشت مشخصه خواهد بود. لذا تذکر پیش ازگزاره بخش ۳ ایجاب می‌کند (0,)10۳. یعنی بستاره 
در × ( که البته منظورما در (پ) است)؛ درزیر فضای "1 نیزبستار» باشد ودر نتیجه درهمین زیر 
فضا قرار خواهد داشت» چیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. 

(الف) ج (ب وپ). بتابر (پ) به‌ازای 6 € 6 هر نگاشت مشخصه نسبت به کل نسبت به × 
نیزنگاشت مشخصه است. از طرف دیگر "26 آشکارا متناهی - بستاراست. لذا ( 6 ,"21) دراصول 
موضوعة ۱ و۲ صدق می‌کند. هنوزباید نشان دهیم که اگر 27 ۲ 4 وبه‌ازای هر 6 € ۸۲۱5۰6 در 
۲ بسته باشد, آنگاه ۸ در "211 بسته است. اما (ب) ایجاب می‌کند که «بسته بودن در » با «بسته 
بودن در "26» یکی باشد. پس, فقط کافی است ثابت کنیم که ۲۱5 4 برای 6۱ € 6 نیز بسته است. 
بتابر تناهی بستار 2 داریم 05 ( € ۰۰۰۱1 6۱۱0) ۸۲۱ = 4۲۱5.که می‌توان ها را در 6 گرفت: 
ز برا حجره‌های عضو 6۱ نمی‌توانند دراشتراک با "7۲ ۲ 4 سهیم باشند. پس, به‌دست می‌آوریم: 


۸4۲۱ 2< ۸ 0۱ )6۱1 ۰.۰.۱11 (۶6 


اماء بنابر فرض (6 5:۱1۰.۰.۱1) ۲۱ 4 بسته است. و در نتیجه 4۲۱6 نیز بسته است. همان جیزی که 


بجاست بگویم که هر آنچه در مورد زیر مجتمعها لازم داریم بدانیم؛ بلافاصله زاين لم که په حافظه 


سپردن آن آسان است نتیجه می‌شود. ذيلا به‌عنوان نمونه, تعدادی ا زاين نتایج را می‌آوریم: 


(۱) اشتراکهای دلخواه زیر مجتمعها (با استفاده از (ب)) واجتماعهای دلخواه آنها (با استفاده از 
(پ))» زیر مجتمع هستند. 

(۲) کالبدها زیر مجتم‌اند (بااستفاده از (پ) وگزارة بخش ۳). 

(۳) هراجتماع - حجره‌ها درگ با "20۳ تشکیل یک زیر مجتمع می دهند (به‌همان دلیل که 
در(۲) گفته شد). 

(۳) هر حجره دریک زیر مجتمع متناهی قرار دارد (با استقراء روی بعد حجره: با استفاده از تناهی 
بستاروگزارة بخش ۳). 

یک نتيجة پنجم نیز هست که آن‌را جداگانه به‌صورت فرع در ذیل می‌آوریم زیرا به‌توجه بیشتری 
نبازمند است: 


فرع. هر زیر مجموعه فشردهیک مجتمع ضْلْمْب. دریک زير مجتمع متناهی قزار دارد. به‌ویژه, 


۳۰ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷۷) 


یک مجتمع صمب فشرده است اگرو تتها اگر متناهی باشد. 

برهان. .با استفاده از نتیجه‌های (۱) و (۲) کافی است ابت کنیم که زیر مجموعة فشردة × ۲ ۸ 
فقط تعدادی متناهی از حجره‌ها را قطع می‌کند. برای این کار درهر حجره‌ای که 4 را قطع می‌کند. یک نقطه 
انتخاب می‌کنیم, ومجموعة این نقاط را نامیده ثابت می‌کنيم که ۳ بسته است. زیرا ازتناهی بستارلازم 
می‌آیدکه ۲۱5 7 متناهی باشد وما دریک فضای هاوسدورف باشیم. اما این استدلال برای هزیر مجموعة 
۶ نیز درست است! پس ۲ دارای توپولوژی گسسته است» اما به‌عنوان زیر مجموعه‌ای بسته از یک 


فضای فشردة 4 باید خودش نیز فشرده و درنتیجه متناهی باشد. چیزی که می خواستیم ثابت‌کنیم. 11 


۵. حجره چسبانی 
د رآنچه‌گذشت. از مجتمعهای مب به عنوان اشیاء موجودی که بايد خواص آنها را بررسی کنیم سخن 
راندیم اکنون می‌خواهیم مهمترین روش ساختن مجتمعهای مب را نشان دهیم. تجتم آن» با توخه 
اک این تون ااافا خان ره ان اسف که هید دز فل ۲۲ یفن مان ۱ مور نت 
قرار دادیم آسان است. این روش نه‌تنها از جنبة عملی» بلکه از لحاظ بنیادی هم حائزاهمیت است» زرا 
هر محتمع صمب با تقریب همسانریختیهاپی که حافظ حجره‌اند, به‌همین شیوه نمایش داده می‌شود. 
ولذا بدین طریق, به یک نوع درک کلی ازمجتنعهای صمب ممکن دست می‌يابيم. برهان را نمی‌آورم. 
اتتا برهان آن مشکل نیست و به‌هیج نکته‌ای که در اين کتاب با آن سروکار نداشته باشیم بستگی ندارد 
(رجوع کنید به فصلل ۳ بخشهای ۱ تا ۳ و ۷). 

اگر × یک مجتمع صمب باشد و 26۳-۱ ج 5۳7۱ : م یک نگاشت پیوسته به (70-۱) -کالبد 
مجتمع آنگاه "12 ہلا × نیز به‌گونه‌ای متعارف. یک مجتمع صمب با یک حجرة اضافی است. 
نگاشت معارفت 

7(* ۲ + 9۴ + XU ۳ 


ټک نگاشت مضه ابیت مرز حجره‌یی حجرة جدید. 26۳-۲ (۱ ")۵ است. باید به خاطر 
سپرد که این مرز حجره‌یی الزاماً نگارة همسانر یخت کره نیست» بلکه فقط یک نگارة پیوسته است. 


4 
۳ 
X u, ۴ج‎ 


نخان . ۱۳۲۰ 


به‌همین قیاس, می‌توان هم ۸ - حجره‌های یک خانواده از 10- حجره‌ها را به طور همزمان جسبانید: 
ند مد( 91{ خانواده‌ای از نگاشتهای پيوستة e‏ و gr‏ : رما باشد و همة آنها را با هم 


۱ ب و 1 :ی 


(0) دم کا (2 ,ه) 


گردهم بنهیم که دراینجا توپولوژی ۸ راگسسته گرفته‌ایم. دراین‌صورت (۸ × *(1) ہلا × نیز به‌طریق 
متعارف» یک مجتمع ضتمب خواهد بود که از × با «حسباندن یک خانواده از 11- حجره‌ها» ساخته 


شده است. بايد توجه کرد که به‌هیچ وجه لازم نیست که مرز حجره‌های جدید جدا از هم باشند: 


D" x1 


D" x<2 


D" x3 


اکنون می‌توأنیم هر محتمع ضتمب را با جسبانیدن پی در پی خانواده‌هایی از حجره‌هاء به‌دست 
آوریم: برای این کار از کالبد مرتبة ۵ یعنی × شروع می‌کنيم. این فضا فقط یک فضای گسسته 
است و اگر بخواهیم می‌توانیم چنین فکر کنیم که از چسبانیدن یک خانواده از ٥‏ - حجره‌ها به فضای 
تهی, حاصل شده است. ببینیم چگونه ۳ را از 2۳-۲ به‌دست می‌آوریم؟ فرض کنیم "8 
مجموعةٌ 10- حجره‌ها باشد. به‌ازای هر 10- حجرة 6, یک نگاشت مشخصة ,9 در نظر می‌گیریم و 
قرار می‌دهیم 0,|5"7۱ =: ,م. حال اگر از «می,(,م) به‌عنوان خانوادة نگاشتهای چسباننده 
استفاده کنیم. پس از چسباندن, ب‌یک مجتمع ضْْمّب (6۳ × "0) پلا "× می‌رسیم. که 
به‌طور متعارف یک همسانریختی حافظ حجره بتوی ”× است. 

بدین ترتیب» همة کالبدها را با استقراء بهدست می‌آوریم و به ویژه خود × را اگر × متناهی- بعد 
باشد (یعنی هیچ حجره‌ای بالاتر از بعد معین نداشته باشد). از طرف دیگر, اگر, × نامتناهی-بعد باشد 
آنرا ا زکالبدهای 


۲ مجتعهای ضعیف - توپولوژی منناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷) 
XE‏ ۱ 


به‌صورت اجتماع 2۶۲ ,رل مجهز به «توپولوژی ضعیف». که با اصل موضوع ۳ تشر یح شد به‌دست 
می‌آوریم. 


۶ جرا مجتمعهای ضئمب انعطافیذیر ترند؟ 

اکنون بهذکر دیدگاههایی می‌پردازيم که به‌موجب آنها؛ مجتمعهای ضَتْمَب. «خوشرفتارتر» یا «مناسبتر» 
از مجتمعهای سادکی هستند. بیاییم با حاصلضر بهای دکارتی شروع کنیم. روشن است که حاصلضرب 
دو حجره. یک حجرة دیگراست و چنانچه (6 ,1) و ( ۶ ,۷) تجزیه‌های حجره‌یی به‌ترتیب برای × و 
۲ باشند آنگاه ( 2 6 ۶ ,6 € 6|6 <6) یک تجزية حجره‌بی برای ۷ × × خواهد بود وبه‌آسانی 


نکته. اگر × و ۲ محتمعهای صمب متناهی باشند ۷ × × نیزیک مجتمع طَشْئب است. 


توجه. ( اثبات مطلب زیر دراینجا نم یآوریم ولی می‌توانید مثلابه‌کتاب لد" مرجع [۵] ص ٩٩‏ 
مراجعه کنید). در مورد مجتمعهای نامتناهی - بعد اتفاقاً ممکن است ۲ × × تویولوژی ضعیف نداشته 
باشد ( اما اصول موضوعة ۱ و ۲ همواره صادق باشند). ولی تحت فرضهای اضافی خیلی سادة 
جزیی, ملً هنگامی‌که یکی از سازه‌های حاصلضرب موضعاً فشرده است. ۷ × بازیک مجتمع 
ضتمب باشد. 


لیکن حاصلضرب دوسادکر مثبت - بعد دیگر یک سادک نیست: 


به طوری که اگر بخواهیم حاصلضرب دومجتمع سادکی را به یک مجتمع سادکی تبدیل کنیم. مجیوریم 
هر یک از سادکهای حاصلضرب را باز هم بها جزایی تقسیم کنیم. 
۳ 


1. Dold 


جرا مجتمعهای ضئمب انعطافیذیرترند؟ ‏ ۱۳۳ 


در فصل ۳ بخش ۶ مثالهای متعددی از «فروریزی» یک زير فضا به یک نقطه را بررسی کردیم. 
زیر به‌سادگی اثبات می‌شود. 


نکته. اگر 2 یک مجتمع ضثئب و × > 4 یک زیر مجتمع باشد. آنگاه تجزية حجره‌یی 6/۸ 
به 0 - حجرةٌ 4 و حجره‌های ۱4 × نبزیک تجز ية مب است. به‌بیان ساده‌تر: 2۶/۸ به طر یق متعارف 


یک مجتمع ضتمب است (مرجع: دولد [۵]. ص ۹۸). 


برعکس, درمورد مجتمعهای سادکی» چنین عمل خارج قسمت متعارفی وجود ندارد. خارج قسمت 
یک مجتمع سادکی ٭ بریک زیر مجتمع ۸4 26/۸4 را معمولا نمی‌توان به‌یک مجتمع سادکی بدل کرد 
مگ رآنکه تقسیم به‌اجزاء مجدد ویک «نشاندن» تازه احیاناً دریک فضای اقلیدسی با بعد خیلی بیشتر 
صورت گیرد. باز هم به‌عنوان یک مثال ساده. فک رکنید که خارج قسمت یک سادک منفرد بر مرزش» با 
کره همسانر یخت است. 

به‌همین قیاس, هیچ «سادکچسبانی» متناظر با حجره‌چسبانی در مجتمعهای ضتمب وجود ندارد. 
پیش ازاین نیز هنگامی‌که دوسادک ۱ - بعدی را از طریق مرزهایشان به‌هم می چسباندیم» مجبور بودیم 
کارهایی انجام دهیم وانتخابهایی به‌عمل آوریم تا مجتمعی سادکی همسانر یخت با آنجه به‌دست می‌آمد 
(دراين مثال '8) به‌دست آوریم. 

۷ 

برای تجزية مب یک فضای ۰ معمولاً حجره‌هایی خیلی کمترو «طبیعیتر» مورد نیازند. تا آنجه که 
برای یک مجتمع سادکی همسانر یخت با × لازم است. برای سهولت. به چند فضای ساده توجه می‌کنيم: 

مثال ۱. کرة "5 به‌عنوان یک مجتمع ضتمب ویک مجتمع سادکی: 


و 4 


"5 به‌صورت مجتمع ضتمب: . "5 به‌عنوان مجتمع 
با دو حجره عمل می‌کند سادکی؛ دستکم ۴ سادک 


مثال 91 حنبرةٌ ۲ x‏ گر از آنحا که 9١‏ می تواند تحزبة ضتمب به‌دو ححره باشد, می‌وانیم 


5۱ بیش از ساير شاخه‌های توپولوژیم. 


۴ مجتمعهای ضعیف - توپولوژی منناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷۷) 


اک × 5۱ را به‌چهار حجره تجزیه کنیم: 


۲ حجره 
و یا آنکه آن را به‌شکل فضای خارج قسمت مطرح سازیم: 
0 1 0 
1 1 
0 ُ1 0 


برعکس » چنانچه بخواهیم یک مجتمع سادکی همسانریخت با یک چنبره بسازیم» به‌تعدادی سادک 
نیاز داریم. همان طو رکه استاد گی هیرش" , تصادفاً ضمن نوشیدن یک فنجان چای» حدس شتابزدة 
مرا تصحیح کرد تعداد درست آن ۴۲ است. 
مثال ۳. فضای تصویری 10 بعدی را ب‌یک طریق کاملا طبیعی می‌توان درتجزية صمب به ۱ + 10 
حجره تجز به نمود: 
RP” =e, U... Ue,‏ 


CP” =e, Wer ll... U Ern, 
که حجره‌ها فضاهای آفین‎ 
P” = P° U (P\P°)... U (P™\P”7') 
هستند. تجزية سادکی به‌صورت طبیعی و ساده برای آن وجود ندارد.‎ 
۹ ۰ . اری اما‎ .۷ 
همة اين ساختمانها زیبا و قشنگ هستند. اما مجتمعهای سادکی برای آن ساخته نشده‌اند که خود هدف‎ 
باشند. بل برای آن که کاری انجام دهند: اشیاء هندسی را به‌صورت جبری نشان دهند تابعگون مانستگی‎ 


و ناورداهای توپولوژیک مربوط به آنها را حساب کنند. و ... حال ببینیم تجزیه‌های ضتْمّبی چه‌کار 
Guy Hirsch‏ .1 


آری, اما .۰۰.؟ ۱۳۵ 


می‌کنند و آن‌طورکه شاید و باید. ساده هستند؟ این سوّالی است کاملاًبجا. 
مقایسه‌کنیم وببینیم هنگامیکه درهردو حالت فضایی را ازبلوکهای ساختمانی می‌سازیم. چه‌کاری 
در مجتمعهای سادکی: 


ببس ۹۵ | 


به‌اضافةٌ «داده‌های وقوع» 


در حن ای صم ۲ 


سس و || 


به‌اضافة نگاشتهای جسباننده 


بلافاصله می‌بینیم که اختلاف فاحشی در کاربرد احتمالی این دو منهوم وجود دارد: در حالی که 
برای مجتمعهای سادکی داده‌های وقوع اشیایی هستند جبری» و در نتیجه یک نوع «نمایش جبری» 
مقدماتی برای | :15| به‌دست می‌دهند» نگاشتهای جسباننده فقط نگاشتهایی هستند پیوسته به‌شکل 
۰۱ د 97۱ : ص وازاین‌رواشیاء هندسی پیچیده‌ای هستند. و خود نیاز به‌نمایش حبری دارند. 
بنابراین» بلافاصله دیده نمی‌شود که از جایگزینی حجره‌ها و نگاشتهای چسباننده برای یک فضا چه 
منظوری داریم. و همین خود دلیل براین‌است که چراء حتی اگر فرض کنیم که مجتمعهای ضتمب و 
مجتمعهای سادکی تقر یباً همزمان ابداع شده‌اند. مجتمعهای سادکی می‌بایستی بر مجتمعهای ضتمب 
ترجیح داده شوند. 

حال به مشکلترین قسمت موضوع می‌پردازيم: بررسی مجتمعهای سادکی منجر به بسط نظریة 
مانستگی می‌شود. و نظرية مانستگی نیز خود در نمایش جبری نگاشتهای چسبنده می‌تواند به‌کار رود. 
ویژگیهای مانستگی نگاشتهای چسباننده (که بر سبیل اشاره می‌گویم و رد می‌شوم؛ وگرنه پرداختن 
به جزئیات مانستگی رشته‌ای است که سردراز دارد)» می‌توانند بهکمک برخی «اعداد وقوع' » بیان شوند. 
این اعداد. همة اطلاعات راجع به‌نگاشتهای جسباننده را در برندارند و به‌علاوه به‌ما امکان نمی‌دهند که 
توپولوژی این مجتمع را به‌تمام وکمال بازسازی‌کنيم. اما برای تعبین مانستگی این مجتمع کفایت می‌کنند, 


1. incidence numbers 


۴ مجتمعهای ضعیف ‏ توپولوژی متناهی - بستار(یا محتمعهای 0۷۷) 


موی ۰/0۳ 


به‌اضافة «داده‌های وقوع» 
ونکتة مهم این‌است که این روش از روش محاسبة مستقیم مانستگی سادکی» فوق‌العاده کاراتر و سر یعتر 
است. 
خیلی ساده به حافظه سپرد. بیان می‌کنیم: مشخصة اویلر یک مجتمع ضتمب متناهی برابر است با 
حاصلجمع متناوب تعداد ححره‌ها در هر بعد. متا در مواردی که تاکنون نام برده‌ایم» داریم: 
ا اا وڪ ( 9 
x(S' x 5۱( 2۱-۲ +۱ =o‏ 
Fm‏ ۱ 
x(RP") = (1 + (1))‏ 
x(CP) =n +1‏ 
در خاتمه, اجازه دهید اهمیت مجتمعهای ضتمب را در زمینه‌های دیگر نیز خاطرنشان سازم: 
به‌عنوان مثال, غالبا یک مسألة هندسی به‌پیدا کردن یک نگاشت پيوستة ۷ +¬ ×  :‏ با وینگیهایی 
مشخص بدل می‌شود وغالباء یک تجزية ضَنْمب × جیزی است که برای روشن کردن مطالب در ذهن 
لازم است. زیرا؛ با چنین تجزیه‌ای» سعی خواهد شد که نگاشت مطلوب را از راه استقراء روی کالبد بنا 
کنیم. نخستین نگاشت ۲ +¬ 2۶ : و[ غالبا شون ردس تفت می ایت وا رها ییا دایم 
تدم 
fan: KT +¥‏ 
ازروی آن یک نگاشت پيوستة 


o $|" . g7 2‏ وک 


را برای هر «1- حجرة 6 خواهیم داشت: 


آری» اما ۰ ۰۰؟ ۱۳۷ 


X 
2 3 
D", 
م7‎ ۳ 
ایی که کیان در وشت 7 ۱ رز‎ 


واز اصول موضوعة مجتمعهای مب به‌سادگی نتیجه می‌شود که ۲-۱ را می‌توان به‌یک نگاشت 
پيوستة ۷ ¬ ”× : م توسیع داد اگروتنها اگر هریک ازنگاشتهای ”۵|5 9 سول =: ,۵ را 
بتوان :به یک تکاشت ب سه ( + *(1 توسیع داد. معنی این هم آن‌است که عضو( )7-۱ € [ء0] 
باید صفر باشد. که این هم قطعاً صادق است هنگامی که این گروه مانسته جایی گروه بیمایه باشد .. . و 
قس علیهذا. 

«فرضهای ساده‌کننده» کار ریاضیدانان را آسانتر می‌کنند. اما در چه مواقعی باید این فرضها را پیش 
کشید؟ در توبولوژی جبری» غالباً باید توافقهایی صورت گیرد: فضاها باید به‌قدرکافی خاص باشند تا 
مجال دهند برخی روشهاکارگر افتند و بعضی قضایا کار برد يابند. اما در عین حال باید به‌قدرکافی کلی 
باشند تا مثالها وکار بردهای مهمی را دربرگیرند. مورد توجه قرار دادن مجتمعهای ضتمب (یا فضاهای 
مانسته جایی هم‌ارزباآنها)» غالبا توافق خوبی ازاین قبیل است. واین هم خود دلیل دیگری برای آگاهی 
بافتن از مفهوم مجتمعهای ضتمب است. 


۸ 


ساختن توابع پیوسته روی فضاهای توپولوژیک 


2 ڪڪ ڪڪ 
= تب 


١‏ لم اور یسون 
وقتی می خواهیم توابعی را با ویژگیهای مخصوصی روی فضای ”® با یکی از زیرفضاهای آن بسازیم» 


آنالیز ریاضی گروه گسترده‌ای از ابزارهای این کار را در دسترس ما قرار می‌دهد. نخستین جیزهایی که 


لم اوریسون ‏ ۱۳۹ 


به‌ذهن ما خطور می‌کنند» شاید چندجمله‌ییها و توابع گویا باشند, و تنها با همینها می‌توان خیلی از توابع 
دیگر را هم ساخت. پس از اینهاء نوبت به «توابع مقدماتی». نظیر توابع نمایی» لگاریتم. توابع مثلناتی 
می‌رسد. سپس سریهای توانی؛ و به‌طورکلیتر دنباله‌های همگرای یکنواخت از توابع پیوسته‌یی که قبلا 
در دسترس بودند. پیش کشیده می‌شوند. همچنین می‌توان با خیال راحت گفت که توابعی با ویژگیهای 
مطلوب را ممکن است به‌عنوان جوابهای معادلات دیفرانسیل, ویا به‌همین قیاس به‌عناوین دیگرو دیگ 
به‌دست آورد. 

استفاده از همة این امکانات روی خمینه‌ها اندکی مشکلتر به‌نظر می‌رسد اما رابطة پین خمینه‌ها و 
آنالیز چنان نزدیک است که هنوز هم می‌توان اساسا از همان امکانات وسیع برای ساختن توابع پیوسته 
روی خمینه‌ها بهره گرفت. زیرا ازیک سومی‌توان بسیاری از روشهای آنالیز (مثل معادلات دیفرانسیل) 
را به خمینه‌های دیفرانسیلپذیر نیز منتقل نمود؛ از سوی دیگر, می‌توان خمینه‌ها را در 187 نیز نشانید: 


,(برای 7۷ بس بزرگ , "18 > ۷ مد ۸/۳) 


ود رآنجاباآنها به‌عنوان زیرمجموعه‌هایی از "® کارکرد. بالاخره شق سومی نیز هست که غالباً عملیتر 
از همه است: بەکمک نة" ها رابطة مستفیمی بین این خمینه و "8 برقرار می‌کنيم. 


۱ ۸ همسانر یختی 
(به‌ترتیب» هموار ریختی) 


و سپس می‌توانیم هر تابع پيوستة ] روی "7 را به‌تابع پیوسته‌ای روی € «بالا بر یم». 


1. chart 


۰ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


مسلّم است که یک تابع روی ا یک تابع روی تمام 1 نیست. اما مثلا چنانچه محمل" تابع ۶ (یعنی 
بستار [0 < (2|[)2) =: ).که قراراست بالا برده شود فشرده باشد. 


گراف (۶) 
مق 
2 
f CU‏ محمل 
آن‌گاه تابع مرکب ۸ ۰ ارا می‌توان به‌سادگی به یک تابع پيوستة ۴ با صغرگرفتن مقدا رآن در خارج از 
روی تمام M‏ توسیع داد: 
اگر ۷ مس f oh(p)‏ 
ار 0 
توابعی از این قبیل نقش عمده‌ای ایفا می‌کنند. خواه به‌اين دلیل که خود هدف مطلوب را برآورند. و یا 
وسیله‌ای کمکی برای حصول آن باشند («افرازهای واحد» بخش ۴). 
محتمعهای صنمّب نیزارتباطی مشابه» البتّه ته‌حندان نزدیک» با آنالیز دارند. دراین مورد بااستقراء 
روی کالبدها و رعایت ویزگیهای مطلوب, با مسألة توسیع یک تابع موجود روی 9۳7۱ به همة قرص 
۴ مواجه می‌شویم. 


= (م) ۲ 


مرز (مفروض است) 


دراینجا به دنبال توسیعی 
برای آن هستیم 


S71 


1. support 


اما حتی در اینجاء هنگام نیاز به یک تابع واقع بر ۰2 باز می‌توانیم ازیک متریک 


5 ب  : ۸ xX‏ 
بهره بگیریم. بهعنوان مثال, فرض کنید مسال ما پیداکردن یک تابع پيوستة [۱ «۵] ¬ × : / برای یک 
همسایگی مفروض نقطة × € م باشد که در خارج این همسایگی متحد باه است و در داخل یک 


همسایگی کوجکتر متحد با ۱. دراین‌صورت. یک 86 > ٥ > ٤‏ بس کوچک انتخاب می‌کنيم. یک 
تابع کمکی [۱ ,0] ¬ 8 : ۸ مشابه شکل زير 


در نظر می‌گیریم و قرارمی‌دهیم ((۸)4)2,7 =: (2). 

این مقدمه را زآن جهت آوردم که شما اطمینان حاصل‌کنیدکه مسالة ساختن توابع پیوسته بر فنضاهای 
توپولوزیک عمومی, واقعاً یک مسأله است. تصورکنید که مجموعه‌های مفروضی چون × € 7 ۷ 
دارید و می‌خواهید تابعی مانند 


f : 2 ¬ ]0, ۱[ 


پیوسته ا ا فضای توپولوژیک × 


در اینجا ه 


مطلوب مفروض 


درکجا می خواهیم دنبال چنین تابع پیوستةگذارازیک به‌صفر بگردیم» اگر فضای توپولوژیک ‏ نه 


۲ ساختن توابع پپوسته روی نضاهای توپولوژیک 


رابطة قابل شناسایی با اعداد حقیقی داشته باشد - نه نقشه‌هایی, نه حجره‌هایی ونه متریکی؟ بنابراین: 
لیامت 

مسا اساسی در بار ساختن توابع بر فضاهای توپولوژیک (مسألۀ لم اوریسون۱). فرض 
کنیم 4 و 8 دو زیرمجموعة بسته و جدا از هم دریک فضای توپولوژیک × باشند. یک تابع پيوستة 
[۱ ,0] ج × : چنان بیابیدکه۱ = 07۱۸4 = 8| 

باید توجه داشت که برای هر تابع پيوستة 18 +- × : ۶ مجموعه‌های (۳۲)۱ و (۲)0 در 
هر حال مجموعه‌هایی بسته‌انه به‌طوری که مسأل فوق برای 4 و 8ی دلخواه قابل حل است اگر و 
تنها اگر برای 4 و 8 قابل حل باشد. به‌همین دلیل, باید فقط حالتی را که ۸ و 8 بسته‌اند در نظر 
۳ 

یک شرط لازم برای وجود جواب مسأله را می‌توان بی درنگ چنین بیان کرد: باید ۸ و 8 را بتوان با 
همسایگیهای بازی از هم جداکرد. زیرا در صورت وجود یک چنین تابع ۴ مجموعه‌های [۱ ,۴) ۱" 
و( + ,0] 7۲ به‌عنوان مثال. همسایگیهای باز جدا از همی برای ۸ و 8 خواهند بود. (دراینجا و در 
مطالب آتی» عبارت متداول «همسایگی باز» 0 برای یک زیرمجموعة 2۶ ۸ را به‌کار می‌بریم که 
مراد از آن یک مجموعة باز 7 شامل 4ست). 

وجود همسایگیهای باز جداگر برای 4 و 8 کافی نیست. اقا قضيّة زیر را داریم. که می‌توان گفت 
قضية اساسی برای ساختن توابع بر فضاهای توپولوژیک است: 


لم اوریسون. فرض کنیم برای فضای توپولوژیک × هر زوج از مجموعه‌های بسته جدا از هم را 
بتوان با همسایگیهای باز جدا از همی از یکدیگر جدا کرد: در این صورت. برای هر زوج از مجموعه‌های 
بستة جدا از هم یک تابع پیوستة [0,۱] + ×  :‏ وجود دارد که بر یکی از دو محموعه مقدار ۱ 
کرد و بر محموعة دیگر مقدار 0. 


برهان در بخش ۲ خواهد آمد. اماء پیش از پرداختن به‌آن, نگاهی به برخی از رده‌های فضاهای 
توپولوژیک با این وبزگی جداگری. می‌اندازيم. نخست ملاحظه می‌کنيم که همة فضاهای متری با لبداهه 
دراین شرط صدق می‌کنند: فرض کنیم (26,4) یک فضای متری باشد. جنانچه 8 یک مجموعة 
بستۂ ناتهی باشد, هر نقطة 8 2 » همواره «فاصلة» مثبتی از 8 دارد یعنی 0 < (2 ,0)6وعملطذ 
زیرا یک گوی کاملی به‌مرکز 6 باید وجود داشته باشد که خارج 13 است. گوی باز به‌مرکز » و شعاعی برابر 
نصف فاصلهة ۵ از 8 را با (ھ) عل نمایش می‌دهیم. 


1. Urysohn 


a(‏ )و ا“ سم 


9 ۳4 
۰( 1 
ا ۱ 
/ ی ۱ 
۷ 

و 


0 


حال چنانچه 4 و 8 دو محموعة بستة جدا از هم باشند, با قراردادن 
(0) 07 تال : Up(a)gV‏ لت =: را 


می‌توان همسایگیهای باز جداگری برای آنها به‌دست آورد. 

درمجتمعهای ضسْمّب نیز» همواره می‌توان مجموعه‌های بسته را با همسایگیهای بازازیکدیگر جداکرد: 
بااستفاده از استقراء روی‌کالبدهاء موضوع را برمی‌گردانیم به مسآله‌ای در ”2 که بهسادگی قابل حل است. 

برای سومین مثال, به‌گزارة زیر توجه می‌کنيم. 

گزاره. در هر فضای فشرده هاوسدورف دو مجموعة بست جدا از هم را می‌توان با همسایگیهای 
باز از یکدیگر جدا کرد. 

برهان. هر دو نقطة ۸ € » و 8 € 0 را می‌توان, به‌استناد هاوسدورف بودن فضا به‌وسيلة 
همسایگیهای باز (0 ,ه) 7 و (0 ,)۷ از یکدیگر حدا کرد. برای ی ابت نقاط 8 € بط , ۰۰۰ ,با 
را چنان می‌یابیم که (:۵,0) ۷ لا ۰۰۰ا ( 0 ,۷)4 8 واین هم ممکن است زیرا 8 زیرفضای 


بسته‌ای است از یک فضای فشرده و در نتیجه فشرده است. پس 


U(a) : = U(a,b,) ۲۰۰۰۲۱۳ (a, br) 


V(a) : = V(a,b,) ۱۰۰۰۱ V(a, br) 
هسایگیهای حداگری برای » و 8 به‌دست می‌دهند:‎ 


(a) 


U(a) 


۴ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


وبه‌طریق مشابه (.0) ]1 ل1۰00 ( ,)€ <: 5 و(,6) ۲۱۰۰۰۲۱۲ (0۱) ۲ =: ۷ مجموعه‌های 


فضاها نمی‌توان گفت که «از ابتدای امر» یا «بنابر تعریف» به‌اعداد حقیقی مربوط بوده‌اند. پس باید 
تصدیق کنید که لم‌اوریسون واقعاً قضية در خور توبتهی است. 

اما ایك پس ازمطالعة برهان؛ بخواهید دراب عفیده تمد یدنظر کید :اتات کاملا ساده استاوسمکن 
امتت این احساس را در شما یدید آورد که «خود من هم می‌توانستم همین طور فک رکنم». اما؛ نمی‌دانم 


۲. برهان لم اوریسون 
فکر اصلی برهان, پیداکردن تابع مطلوب به‌عنوان حد توابع پله‌یی است که تدریجاً از 4 به 8 تنزل 
می‌کنند. و درعین حال باریکتر و ریزتر می‌شوند: 


قبول چنین تابع پل‌یی, مانند قبول‌کردن زنجیری است از مجموعه‌های «مابین» 4 و ۱ : 
A= AC ۱ ۰۰۰ 4 ۳8‏ 


۱ سپس تابع پله‌یی «متناظر» آن‌را چنین تعریف می‌کنيم که بر .4 برابر است با ۰۱ بر ,4۱/۸۸ برابر است با 
‡ - ۱ وبر :۸۱/4 برایراست با - ۱و ...و خارج از ,4 وبه‌ویژه بر 8 برابر است با .٥‏ البته 
یک چنین تابعی پیوسته نیست. برای آنکه جهشهای آن را به‌ندریج کوجکتر وکوچكترکنيم, به قسمی که 
درحذ به یک تابع پیوسته برسیم. به‌این شکل عمل می‌کنيم که هر پله را با «لوحه‌هایی» اضافی چنان پر 
می‌کنیم که هر بارارتفاع جهشها نصف شود: 


برهان لم اوریسون ‏ ۱۴۵ 


فک اصلی همین است. اماء اگر بخواهیم این شیوة کار موفقی تآمیز باشد, باید اطمینان یابیم که مرز ۱ -:۸ 
هیچگاه با مرز :4 برخورد نمی‌کند. زیرا در نقطه‌ای که این مرزها به‌هم برمی خورند. مقدار جهش اجبار 
بیش از «مقدار ظاهری» ۸ خواهد بود و مهمترا همه به‌هر تعداد که لوحة جدید اضافه کنیم این مقدار 
جهش مرتباً از ] بزرگتر می‌شود: 


۶ . ساختن توابع پیوسته روی فضاهای توپولوژیک 


لذا باید تضمین کنیم که بستار 44-۱ همواره در درون :4 می‌ماند. یعنی همواره :4 4:۲ در 
شروع استقراء. زنحیر مجموعه‌های ما فقط شامل دو محموعه است» 2۱ <: 4 € ۸4 := 4 
و بدیهی است که این شرط برقراراست. حفظ و رعایت شرط فوق در حین تظریف استقرایی این رشته, 
دقیقاً همان جایی است که اصل موضوع جداسازی وارد برهان می‌شود: 


نکته. اگر × چنان باشد که هر دو زیرمجموعة بستة جدا از هم را بتوان با همسایگیهای بازی 
از یکدیگر جدا کرد. آنگاه برای هر دو زیرمجموعة /1/ و 7۷ با شرط 1 1C‏ یک مجموعة سوم 1 
«مابین» آنها هست به‌قسمی که 1۷ > 7 ۷ برای این کار کافی است که 1 و ۱۷ را با 
همسایگیهای بازی چون [] و ۷ جداکنيم و قرار دهیم € : 1. 

xX 

پس فکر اصلی برهان این‌است. استفاده از :۸ -۱-:4 اقدام احتیاطی آشکاری است. آیا لازم 
است اقدامهای احتیاطی دیگری صورت گیرد؟ اگر چنین بود. مسلماً هنگام تلاش برای ارائة فکر اصلی 
بلافاصلة, اشاره‌ای به‌آن می‌کرديم - اما در واقع» مانع دیگری بر سر راه تست و بی‌آنکه نیاز به ترفندی 


باشد. می‌توان برهان را بدون دردسرادامه داد. بگذارید کاملاً قانع شویم: 


زنجیر صعودی حون 4r)‏ , ر (Ao,‏ = از زبرمجموعه‌های × به‌شکل 


A= AC A\ ۰۰۰ A, C X\B 


را پذیرفتنی' گوییم هرگاه به‌ازای هر :۸ >۱-:4- تابع [۱ ,0] ¬ 26 راکه مقدار ثابت ۱ را روی ۸ 
اختیار می‌کند. و مقدار ثابت ۸/۳ - ۱ را روی 4۱-۱ و مقدارثابت 0 را خارج از م4 تابع پلەیی 
یکتواخت" وابسته به‌زنجیر 91 می‌نامیم. مجموعه‌های باز ۸4-۱ | رہم ۲, ۱,۰۰۰ ,۵ = ) را که 
درآنها ۵ = 4۸ و × = بببش به‌دلیل معني هندسی آنها حوزه‌های پلهیی" % می‌نامیم. باید 
توجه کرد که حوزه‌های پله‌یی یک زنجیر پذیرفتنی» همة فضا را می‌پوشانند زرا 


Ar ۱ AC ۸۱ ۳ 


همچنین» ملاحظه شود که تابع پل‌یی یکنواخت در هر یک از حوزه‌های پله‌یی بیش از + نوسان 
ندارد. بالاخره. منظورازیک تظریف؟ یک زنجیر پذیرفتنی (Ao, e , 4r(‏ زجیری است بذیرقتتی 


1. admissible 2. uniform step function 3. step domains 


4. refinement 


به‌صورت 


(Ao, رگ‎ 4۱۰ 7 , 4, A,) 


| 


0p 


حوزة پله‌یی ۱۸م 


همان‌گونه که در نكتة فوق نشان داده شد» ویزگی جداسازی فضاء که جزء فرض قضیه است. تضمین 
می‌کند که هر زنجیر پذیرفتنی را می‌توان نظریف کرد. 

حال فرض می‌کنيم که مللا زنجیر پذیرفتنی (8 × ,4) باشد و ۱+ تظریف ہا برای هر «1. 
تابع پل‌یی یکنواخت زنجیر بل را گر می‌ناميم. روشن است که حکم زیر برقرار اسْت: دنبلةتابعی 
۱<م()» یکنوا صعودی نقطه‌یی, و کراندار به‌مقدار ۱ است. به‌ویژه همگرای نقطه‌یی است. و تابع حد 
[۱ :0] = ٭ : ہا مہ ہنا : ] وینگی مطلوب ۱ 4 وه = 3 را دارد. زیرا هر یک از 
ها همین ویدگی را دارد. آنچه برای اثبات می‌ماند. پیوستگی ۶ است. برای این کار ملاحظه می‌کنيم 
که همواره ۲۶ = ۲ ہہ=م > |(2)م - (2) | و نوسان ہ؟ بر هر حوزة پلیی بیش از چ 
نیست. پس» نوسان خود / نیز بر هر حوزة پله‌یی بیش از لم نخواهد بود و همین اس پیوستگی را 
ایجاب می‌کند: اگر و < ٤و‏ ٭ > ت ۸ای چنان انتخاب می‌کنيم که > > ہل وکل حوزة پل‌یی 
بل رکه شامل ‏ (درواقع همسایگی باز نقطة 8!) است درنظرمی‌گيريم. اين حوزه, تحت بتوی بازة 
(ع + (۵),ع - (۲)2) نگاشته می‌شود و در نتیجه f‏ پیوسته است. لا 


شاید در نگاه اول, لم‌اوریسون به‌نظر خیلی خاض جلوه کند. اما کارایی این لم خیلی بیش از به‌دست 
دادن وای با فاد ون روک ها هاس خو دارای نتیجه و تعمیم مهم زیر است: 


لم توسیع تیتسه. فرض کنیم که دریک فضای توپولوژیک 6 هر دو زیرمجموعه بستة جدااز هم 
بنوانند توسّط همسایگیهای بازی ازیکدیگر جدا شوند. دراین صورت. هر تابع پیوسته [ ,م] ¬ 4 : f‏ 
که روی یک زیرمحموعه بست 4 تعریف شده باشد, می‌تواند به یک تابع پیوسته [,0) +- × : ۳ 


۸ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


توسیع داده شود. 

برهان. عجالتا. و فقط برای این برهان, اصطلاح زیر را وارد می‌کنيم: اگر 13 +- ۸  :‏ یک تابع 
پیوستفکراندارباشد و|(0)م| .ص81 : 5 آنگاه یک تابعپیوستة[9/۳,۵/۳-] + × : ® رایک 
«توسیع تقر يبي ثلث نزدیک»! برای ص نامیم هرگاه برای هر 4 € »نابرابری ۲۶/۳ > |(6)- (0)م| 
برقرار باشد. پس» یک چنین تابع ® جواب واقعی مسألة توسیع برای نیست. بلکه فقط تقریب خامی 
برای آن‌است. وجود یک چنین توسیعهای ثلث نزدیک را می‌توان مستبا با کاربرد لم‌اوریسون به طور 
«یکضرب» ثابت کرد: دو مجموعة ([5 ,۱)]5/۲ ص و ([9/۲- ,و-])۱ ص مجموعه‌های بستة جدا 
ارک ات دراو هیجین در زب غو قرف ریس ات اراو یک ناف پک 
[۱ ,0 +« 2 وجود دارد که روی این دو مجموعه مقادیر ۱ و ٥‏ اختیار می‌کند. و به‌کمک این نگاشت 
یک نکاشت پيوستة 


X ¬ ]-9/۳,5/۳[‏ : ق 


به‌دست می‌آوریم که روی همان دو مجموعه, مقادیر ۶/۳ و 5/۳- اختیارمی‌کند. بدیهی است که یک 
چنین تابع ® یک توسیع ثلث نزدیک برای م است. 


5 a 


']s/۳, 5[‏ م بر ']-s/۳, -s/۳[‏ ب بر [5/۳- ]-s,‏ 
اکنون #۳ bs F‏ بی‌آنکه در کلیت خللی حاصل شود E,‏ 
می‌نامیم. سپس یک توسیع تقریبی ثلث نزدیک برای تابع «خطام»" ی ۴|۸ - 7 می‌سازيم و آن‌ا 


فرض می‌کنيم ۱ +۳ یک توسیع تقریبی ثلث نزدیک برای 


- (Fı +... + F.)|A 


1. 3-close approximate extension 2. error 


باشد. دراین‌صورت. روشن است که داریم: 
برای ھر 4 € ۰۵ () > f(a) - (F(a) +۰۰۰ + F„(a))|‏ ,و 
برای هر × € e‏ ”() ج > |(2) ۴| 


حیزی که می خواستیم ثابت کنیم. لا 


لم توسیع تیتسه را نیز می‌توان برای حالتی فراتر از صورت اصلی آن, که هم‌اکنون ثابت کردیم» به‌کار 
برد. 
فرع .١‏ اگر درلم توسیع تینسه به‌حای بازه [0 ,»| درل منوازیالسطوح 


[a , bı] ۰ ۰ > [an, bn} 


در ”8 به‌عنوان حوزه مقادیر اختبار شود لم با لبداهه معتبر می ماند (صورت اصلی لم را برای هر تابع 
موالفه به‌کار برید). در نتیجه» برای همه حوزه‌های مقادیر همسانر یخت با متوازیالسطوم. مثل‌گوی بسته" 
* نیز لم معتبر خواهد بود: تابع 18۳ +¬ 4 : f‏ با قید ۸ > |(6)/| را می‌توان به‌طور پیوسته به تابع 
8 +¬ × :۴ باقید 7 > |(2) "| توسیع داد. 

فرع ۲. لم توسیع تیتسه برای حالتی هم که به‌جای [ ,4] حوزه مقادیر را 8 (و بنابراین ”8 نیز) 
بگبریم» صادق است. 

برهان. ( اقتباس ازص ۷ مرجع [۷]). نخست تابع (۲/ 7 ,7/۲(  := arc taf : A=»‏ 
به تابع [7 ,7-] +¬ × : 8 توسیع می‌دهيم. البته حالا نمی‌توان فوراً ® ۵2ا را به‌دست آورده زیر 


arc tan 


ممکن است که ® مقادیر ۲/ ±7 را اختیارکند. اما درکجا؟ مسلماً فقط روی یک مجموعة بستة 8 جدا 
از4. پس اگر با استفاده ازلم اوریسون تابع پیوستة[۱ ,ه] ¬ × : ۸ را چنان بگیریم که ۱ = ۸|4 و 
= 8| انگاه حاصلضرب (۴ ,۳ -) +¬ ٭ : ۸9 یک توسیع پیوستۂ 1۵ ۵26 خواهد بود 


۰ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


۴ افرازهای واحد ومقطعهای کلاف برداری " 

تعریف ( افرازواحد). فرض کنیم × یک فضای توپلوزیک باشد. یک خانوادة ۸ید( 7۸) ازتوابع 
پیوستۂ [۱ ,0] +¬ × : «7 را یک افراز واحد' می‌نامیم هرگاه: (۱) «موضعاً متناهی» باشد. به‌این 
معنی که هر نقطة × > دارای یک همسایگی باشد که در آن‌همۀ ر7هاء جز برای تعدادی متناهی از 
هاء صفر شوند؛ و (۲) برای هر 2 € ه داشته باشیم 


3 7 (ه)‎ =١ 


2-۸ 


افراز واحد را وابسته" به یک پوشش باز مفروض 9 از × گوییم هرگاه برای هر ۸ محمل تابع 7 یعنی 
بت 
: ر 


SUPP 7 := {z € X|rı(z) و‎ o} 


کاملاً مشمول دریکی از مجموعه‌های این پوشش باشد. 


افرازهای واحد در بَِيَة این فصل مورد مطالعة ما قرار می‌گیرند. چگونگی به‌دست آوردن افرازهای 
واحد. در بخشهای آنی مورد بحث قرار خواهد گرفت. فعلاً می خواهیم روشن کنیم که جنانچه افرازها در 
دست باشند, با آنها چه کار می‌توآن کرد. برای این منظور نخست به ساختن مقاطع درکلافهای برداری 
می‌پردازيم. زیرا این کاریک اصلی راء که نمونة بارزی ازکار برد افراز واحد در تعدادی از مثالهای خاص 
است. روشن می‌سازد. مقدمتأ؛ اجازه دهید نگاهی اجمالی به کلافهای برداری و مقاطع آنها بیندازیم. 


سیری کوتاه د رکلانهای برداری و مقاطع آنها 

تعریف ( کلاف برداری). یک کلاف برداری حقیفی 7 بعدی" بریک فضای توپولوژیک × از 
سه جزء تشکیل شده است: 

(1) یک فضای توپولوژیک 8 (به نام «فضای کل" »)؛ 

(زز نیک نگاشت پوشای پيوستةً («تصویر“») × ب و[ : ۲ 


(ذ1) یک ساختار فضای برداری حقیقی بر هر «تار» (۱)۵ 7۲۳ <: ,£ . 


برای آنکه این اجزاء» یک کلاف برداری 7 بعدی روی × تشکیل دهند تنها باید دریک اصل موضوع 
partition of unity 2. subordinate 3. n-dimensional real vector bundle‏ .1 
total space 5. projection 6. fiber‏ .4 


اصل موضوع ( (بیمایگی موضعی') ). به‌ازای هر نقطه از ز × یک «نقشة كلاقى» يا ی 
یک («نقشه» مانند ( 0€ ,) ؛ یعنی یک همسایگی باز 7 ویک همسانریختی 


r77 (U) اب‎ xR?” 


وجود دارد به‌قسمی که تحدید آن به ,8 برای هر 17 € ت یک یکریختی خطی به‌روی "18 × (ند) 
است. 
تعر یف (مقاطع کلافهای برداری). یک نگاشت پیوستة 0 +- ×  :‏ که هر نقطه را به‌عضوی 
درتار خودش مر بوط کند (یعنی به قسمی باشد که 10 = ٩‏ ۰ 7).یک مقطع" 8 نامیده می‌شود. 
به‌ویژه» برای هرکلاف برداری» نگاشت E‏ + × : 0 که هرن را به مبدا 8 می‌برده یک مقطع («مقطع 
صفر»)" است. 
E,‏ 


متطع ت 
نگارء مقطع صفر 
نف ۸4 ARR‏ 
x‏ ا ۱ 


: ۱ 
© > ی ا ےر 
اکوا تم ال شود که ةنر شنا «مهمترین» مثالهای کلاف برداری حه‌ها هستند؟ بلادرنگ 
جواب خواهم داد: کلافهای مماسي" ۸1 بت × بر خمینه‌های دیفرانسیلپذیر " بعدي 1 . مقاطع 
کلافهای مماسی» دقیقاً میدانهای برداری مماس" بر 72 هستند. همچنین» اشیاء عديدة دیگری در 
آنالیز و هندسه» از قبیل صورتهای دیفرانسیل متناوب" متریکهای ریمانی, وانواع «میدانهای تانسوری 
هموردا و پادوراد»." مطابق نامگذاریها و اصطلاحات علمی کمابیش مهجور مقاطع کلافهایی هستند 
که ازکلاف مماسی. مشتق شده‌اند. 
local triviality 2. section 3. zero sectlon 4. tangent bundles‏ .1 


5. tangent vector fields 6. alternating differential forms 


7. co-and contravariant tensor fields 


۲ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


اما کلافهای برداری و مقاطع آنها نه تنها بر خمینه‌هاء بلکه بر فضاهای توپولوژیک کلیتر نیز باید 
مطالعه شوند. زیر کلافهای برداری روی × به تابعگون 16 («نظرية ۸»)' ازرستة توپولوریک به رستة 
حلقه‌ها منجر می‌شود که مطالعة آن امروزه ضروری است (هر چند. چگونگی پیدایش آن‌ا» در اینجا 
نمی‌توان نشان داد). بهاين دلیل, که دلیل کوچکی نیست. من حتی وارد صحبت دربارة نقش نظرية 
6 هم نمی‌شوم؛ و فقط به‌ذکر یک مرجع می‌پردازم: نظر به 16, تألیف مایکل عطیه" . ضمناً باید اشاره 
کنم که دراین کتاب» قضیة توسیع تیتسه و افرازهای واحد, ا زآغاز به‌عنوان ابزارهای این نظر یه به‌کار برده 
شده‌اند (بخش ۴.۱). دراینجاء (طبق وعده)» به‌سیر بسیارکوناه خود درکلافهای برداری و مقاطع آنها 
پایان می‌دهم. 

اکنون فرض کنیم × + £ یک کلاف برداری روی × باشد, وبخواهیم یک مقطع 7 +- ٭ : ۶ با 
ویزگیهای معیّنی بسازیم. البته» اگر هیچ ویژگییی مورد نیا زنباشد. می‌توانیم مقطع صفررا درنظر بگیریم. 
همچنین. فرض کنیم که این مسأله. مثلاً با استفاده از نقشه‌هاء موضعاً حلپذیر باشد. در این‌صورت. 
می‌توان یک پوشش باز 9 برای 6 یافت به‌گونه‌ای که برای هر مجموعة 0 دراین پوشش» یک «جواب 
موضعی» برای مسأله یعنی یک مقطع (7)' 7۳۳ + 0ا با ویژگیهای مطلوب» موجود باشد. 


ام 
ا ل ِ جواب موضعی 
مقطع صفر em‏ روی [] 
3 
0U)‏ 


حال نوبت به‌افرازواحد می رسد. یک افرازواحد ۸ع ,7 وابسته به 2۷ در صورت امکان (رجوع 
شود به بخش ۵) انتخاب می‌کنيم؛ و سپس برای هر ۸ء یک مجموعة وا در شامل محمل «7» ویک 
جواب موضعی 


5 ۳ U چ‎ 7 (U) 


1. K-theory 2. M. Atiyah: K-theory, New York-Amsterdam, ۰ 


افرازهای واحد و مقطعهای کلاف برداری ۱۵۳ 
در نظر می‌گیریم: اکنون روشن است که جگونه می‌توان Tx‏ »که درآغاز فقط روی U‏ تعربف شده 
ا وکو ر ی و ا 
توسیع می‌دهیم و سپس با استفاده از متناهی موضعی بودن افراز واحد به‌کمک دستور 


= 3 Tx 


۸ 
یک مقطع پيوستة سراسری" 7 «- × : ]که بهاصطلاح, جوایهای موضعی را به‌بهترین وجه ممکن 
درونیابی می‌کند. به‌دست می‌آوریم: اگر در نقطة ‏ € 27 همه ر۴هایی که د رآنجا تعریف شده‌اند مقدار 
مشترک (:2)« را اختیارکنند. 7 نیز همین مقدار مشترک را اختیار خواهد کرد زیرا ۱ = «7 مر <. 
اماء اگر مقادیر ,رها در نقطة :2 متفاوت باشند, ۶ میانگین اين مقادیر را با «وزنهای» (ه) ۹-6۸ 
به‌دست می دهد. اکنون مسأله این اس ت که ببینیم تحت چه شرایطی, با این شیوة عمل ویژگیهای مطلوب 

جوابهای موضعی « به‌مقطع سراسری f‏ منتقل می‌شوند؟ 


در برخی از کاربردهاء می‌توان این کار را فقط با انتخاب ماهرانة رها و «7ها انجام داد. مثال 
فوق‌العاده ساده‌شدة زیر را در نظر بگیرید تا ببینید چرا چنین است: 
ویژگی مورد نظر: «یکنوای صعودی» بودن. 10 << ۳ 1 < ر 


ی 2 
رها جواب می‌دهند اما دگرها جواب می‌دهند ها حواب نمی‌دهند 


ها جواب نمی‌دهند 


1. global continuous section 


۵۴ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


در اینجا به بحث دربارة حنین مواردی نمی‌پردازیم» بلکه موارد متعدد دیگری را که در آنها 
ویژگی مطلوب خودبه خود از ها به 7 منتقل می‌شود در نظر می‌گیریم. ویرگیهایی از این قبیل ,را 
«ویگیهای محدب»" نامند: وجه نامگذاری آن این‌است که [0,۱] 6 (2) و۷ «« ۶ ان 


معنی است که برای هر ته نگارة (:2) در غلاف محدب" تعدادی متناهی از (2) رها قرار دارد: 


نکته. فرض کنیم ۲ + 7 : 7 کلافی برداری روی یک فضای نوپولوژیک × است که 
به هر پوشش باز این فضا یک افراز واحد وابسته است. بعلاو فرض می‌کنيم که 17 > © 
مجموعه‌ای تاری - محدب" باشد, یعنی هر ٤,‏ ۲۱() =: ,( مجموعه‌ای محدب باشد وا 
فرض می‌کنيم که مقاطعی موضعی از 7 وحود داشته باشند که در ٩2‏ نشسته‌انده بعنی هر نقطه × 
یک هسایگی باز € و یک مقطع موضعی (۱)07 7 بت 7 دارد که نگاره‌اش در 6۵ واقع است. 
در این‌صورت. یک مقطع سراسری؟ ٤‏ بت ٭  :‏ وحود دارد که نگاره‌اش در © واقع اتا: 


هر بار که این نوع استدلال را به‌کار می‌برند, معمولا به‌گفتن جملاتی این‌چنین اکتفا می‌کنند که: 
«مقطعهای موضعی با چنین و چنان ویژگی وجود دارند و چون این ویگی محدب است. با استفاده 
از افرازهای واحد. مقطعی سراسری با همان وینگی به‌دست می‌آوریم». این بیانی است کوتاه و 
عالی که ما را از دردسر نمادهای مفصّل نجات می‌دهد. اکنون مثالی جند از این‌گونه ویتگیهای 
محدب را بررسی خواهیم کرد. همچنین باید توجه کنیم که چندین وبرگی محدب روی هم؛ باز یک 

مثال ۱. ویزگی انطباق روی یک مجموعة 1 > 4 با مقطع مفروضی چون 
(A)‏ 77 مد fo: A‏ یک ویتگی محدب است : برای 1fo(a)} «a € A4‏ = 9۳ و برای 


1. convex properties 2. convex hull 3. fiberwise convex 
4. global section 


افزارهای واحد و مقطعهای کلاف برداری ۱۵۵ 
۸ # ند. ے2 کل تار 27 است. بنابراین, اگر بدانیم که می‌توان ۶ راء مثلا با استفاده از لم توسیع 
نتسه نوسیع داد آنگاه می‌توانیم یک بوسیع سراسری با استفاده از افراز واحد ب‌دست آوریم. 
مثال ۲. فرض کنیم × یک خمينة دیفرانسیلپدیر باشد و 726 =: . برای میدانهای برداری 
بر × (یعنی مقاطع در 1.5 ویزگی مماس بودن بریک یا چند زیر خمینه, یک ویژگی محدب است. 


مثلاً در اینجا 
TM N To: Mr‏ ا Oa:‏ 


مثال ۳. در ارتباط با مثال (۱) مشاهدة زیر غالباً مفید واقع می‌شود: فرض کنیم ۸14 یک 
خمينة دیفرانسیلیدیر باشد و [۱ ,ہ] < ۸۷1 =: × و ×7 =: . برای یک میدان برداری بر کہ 
اين ویژگی که ملفه‌اش در امتداد [۱ ,0] برداريكة استاندة 0/04 باشد, یک وینگی محدب است. 
شارش" یک چنین میدان برداری. در هر لحظة 4 × 11 را ب‌روی ٤‏ × ]1 می‌برد. با این روش» 
در توپولوژی دیفرانسیل. «هموار جاییها»" یعنی مانسته جاییهای دیفرانسیلپذیر 


]7 : 2۷۲ x [۱,ه]‎ + M 


ساخته می‌شوند که در آنها برای هر ]۷ + 7 : ,7 یک هموارربختی" است و ,14 = ر7. 
البته. منظور پیدا کردن یک هموار جایی دلخواهی نیست. بلکه یک هموار جایی است که هدف 
ویژه‌ای را برآورد. معا یک «جایپایی»" مفروض 1 + [0,۱] × 2۷ : ۸ را به‌روی خودش ببرد 


(هر :۸ یک نشاندن است): با = و E, o‏ . 
M‏ 


1. flow 2. diffeotopies 3. diffeomorphism 4. isotopy 


۱۵۶ ساختن توابع پیوسته روی فضاهای توپولوژیک 


این مسأله منجر به مسأل پیدا کردن یک میدان برداری روی [۱ ,0] × 1 می‌شود که (مانند مثال (۳)ی 
فوق) «روی» کے قرارگرفته و( مانند مثال (۱) فوق) توسط این جایپایی برز بر خمینةه × ( ۷۸۷ وم ,لا 
پیشاپیش مشخص شده است. 


M x ۲0.۱7 


برای وقوف بر جزییات؛ مثلابه مرجع [۳] بخش ٩‏ رجوع شود. 

روی هم رفته. کسی که در توپولوژی دیفرانسیل کار می‌کند. اگر از افرازهای واحد کمک نگیرد. 
بمکلی مستأصل خواهد شد زیرا بسیاری از هموار ریختیهایی که در توپولوژی دیفرانسیل بهکار 
می‌روند. تقریباً همیشه با انتگرالگیری میدانهای برداری به‌دست می‌آیند. و میدانهای برداری 
تقریباً هميشه به‌کمک ساختمانهای موضعی (آنالیز) و افرازهای واحد (توپولوژی) تأمین 
می‌شوند. 

مثال ۴. فرض کنیم 7 یک کلاف برداری بر یک فضای تولوژیک ‏ باشد. برای مقاطع در 
کلاف برداری *(8 © ) (یعنی صورتهای دو خطی روی تارهای ۰)7 ویژگی متقارن و مثبت 
معیّن" بودن» یک ویزگی محدب است. بدین‌طریق «متریکهای ریمانی» را روی کلافهای برداری؛ و 
به‌ویزه روی کلافهای مماسی 17 7 («خمینه‌های ریمانی») به‌دست می‌آوریم. 

مثال ۵. گیریم 8 کلافی برداری روی ٭ با یک متریک ریمانی بر هر تار آن باشد. فرض کنیم 
>o‏ عور] بت 2 : 7 یک مقطع معیّن باشد. برای مقاطع 17, ویدگی ماندن در داخل «ع- لول" 
حول 0 یک وینگی محدب است: 


1. symmetric and positive definite 2. e-tube 


افزارهای واحد و مقطعهای کلاف‌برداری ۱۵۷ 


ANE 


1 


x 


در وهلة اول به‌اين مسأله جواب می‌دهد, پلکه نکتة اصلی پیداکردن مقاطعی اضافی با ویژگیهای 
«بهتر» از » است. که را با «کمتر از ع» تقریب یزنند. 


هرجند مثالهای فوق, نمونه‌های خاضی از کاربردهای افراز واحدند, ولی تصویری که عرضه 
می‌کنند نیاز به تصحیح دارد و من باید اندکی آن‌را جرح و تعدیل کنم. مطلب اوّل این که نباید تصور 
کنید ما هميشه فقط به صرف این دلیل که نقشه‌ای در مقابل خود داریم. در «حالت موضعی» 
هستیم. البته در مواردی (مانند مثال (۴)) چنین است. اما در حالت کلی» «نظربة موضعی» فقط 
می‌گوید که هر نقطه یک همسایگی ( احتمالا بسیار کوچک) دارد که در آن یک جواب موضعی 
درف و اش رت یش E‏ هی SES RESA KE‏ 
نیز چیزی جز "18 × × نیست. افرازهای واحد ابزارهایی ضروری هستند. مثلا؛ نظریة تکینگی"» 
ی موی ان 

مطلب دوم: ساختن اشیاء سراسری" از روی داده‌های موضعی: بدون شک هدف عمدة 
اتارهای راعد ای ]شک اش ها E‏ کادن ایا تاش توعد کار رن 
با پهدست آوردن اشیاء موضعی, به محاسبات عملیتر و شدتی‌تری برسیم.مثلا اگر "18 > /۸ یک 
زیرخمینة 8 بعدی فشرده باشد. و 1 +- 1  :‏ مثلا یک تابع پیوسته. آنگاه انتگرال 17 پر 
را می‌توان با انتخاب یک افراز واحد وابسته به یک اطلس متناهی تعریف و سپس بررسی کرد. 
با این کار هر انتگرال خاص 2 بر (با استفاده از نقشه‌ها) به انتگرال چندگانة معمولی در 
۳ باز می‌گردد: 


1. singularity theory 2. global objects 


۱۸ ساختن توابع پیوسته روی فضاهای توپولوژیک 


نقشه ۸ | 


(a (۱ 
e 
(دستوری که دراین مورد به‌کار می رود حنین است:‎ 
a 1 (rf JR Fd ۰ dt 
M RF 


که 6 دترمینان صورت بنيادي متریک (و:9) است). گام نهایی آن‌است که همة آنها را کمک دستور 


B8 / rf dV 
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جع کنیم. 
نمی‌شوند. بلکه هدفهای خیلی ظریفتر دیگری را نیز برآورده می‌کنند. به‌عنوان مثال, رجوع کنید به مقالة 


«افرازهای واحد در نظرية تاربندی» مرجع f‏ 


۵. پیرافشردگی 

فقط بااندکی تأمل, بازمی خواهیم ازیکی دیگر از مفاهیم توپولوژیک, یعنی مفهوم پیرافشردگی ۲ صحبت 
کنیم. آه که این مفاهیم چقدر زیادند! یک ۸ را 8 گوییم هرگاه برای هر ) یک یی موجود باشد که 
در 7 صدق کند - اين مطالب در آغا زکاملاً ملالآورهستند ومادامی که به مناد آنها بی نبرده‌ايم, تا 
وقتی حکمت وضع آنها را درنیافته‌ایم این ملال همچنان ادامه خواهد داشت. تعریف‌کردن یک ویزگی 
غیرجالب» سپس تعریف ویزگی دوم که آن‌هم غیرجالب است. فقط برای آنکه بگوییم ویزگی غیرحالب 


1. A. Dold, Partitions of unity in the theory of fibrations; Ann. of Math., 78 (1963), 
223-5 


2. paracompactness 


پیرافشردگی ۱۵۹ 


ال مستلزم ویژگی غیرجالب دوم است» ولی نمونة غیرجالبی هست که در ویزگی غیرجالب دوم صدق 
می‌کند اما دراولی صدق نمی‌کند - آه خدای من! هیچ‌گاه معزفی یک مفهوم در ریاضیات تصادفی یا 
از روی هوس نبوده است: نخست» معنای آن موردنظر بوده است. و سپس هدف وسیله را آفر یده است. 
البته من هم مانند هر شخص دیگری می‌دانم که دز آموزش دانشاه دس بسن کرون 
دانشجویان با یک کلمةٌ «بعدأ», کاملا اجتناب‌نایدیر است و غالا پیش می‌آید. باید معرفت فنی و 
صوری به‌سطحی برسد. که بتوانیم راجع به‌معنای اشیاء به طور شایسته, یعنی بدون گذاردن انگیزه‌های 
ساده ولی نادرست به‌جای انگیزه‌های صحیح ولی پیچیده. صحبت کنیم. اما عبارت «به‌حد لزوم 
صوری بودن» در ریاضی به‌معنای خیلی صوری بودن است. و اشیاء را نباید بیش از این صوری 
نمود. اگر از کسی خواسته شود که بیش از حدٍ لزوم در راه هدفهای مجهول, جذب مقذمات شود. 
سرانجام علاقه‌اش را به دانستن چه بود هدفها در مرحلا اۆل» از دست می‌دهد. و من متأسفم که 
باید بگویم بسیاری از دانشجوبان از دانشگاههای ما فارغ‌التحصیل می‌شوند بی‌آنکه کانون اصلی 
و گرمابخش مشعل فروزان ریاضیّات را در جایی دیده باشند. و از آن بدتر: بی‌آنکه به‌وجود چنین 
کانون اضلی باور داشته باشند. ساما کا دارم بیش از حد از موضوع بحث منحرف می‌شوم. 


تعریف (پیرآفشرده). یک فضای هاوسدورف × را پیرافشرده" گویند هرگاه هر پوشش باز آن 
یک زیرپوشش موضعاً متناهی" داشته باشد. به‌این معنی که برای هر پوشش باز × چون 4 یک 
پوشش باز م«((۲) = 9 از ۸ وجود داشته باشد که در شرایط زیر صدق کند: 
(۱) #8 موضعاً متناهی باشد. یعنی هر × € × یک همسایگی داشته باشد که ها را فقط برای 
تعدادی متناهی از ها قطع کند؛ و 
(۲) 98 یک تظریف ل باشد. یعنی هر 1 در یکی از مجموعه‌های عضو 9 قرار داشته باشد. 
این» به‌اصطلاح. همان «وضعیت ملال‌آور» این مفهوم است. با وجود این» بلافاصله توجه را 
جلب می‌کند. زیرا قضيهة زیر را داریم: 


قضیه. یک فضای هاوسدورف؛ پیرافشرده است اگر و تنھا ١گ‏ گر این ویدگی ظریف را 
باشد که هر پوشش باز آن ¿ پذیرای بک افراز واحد واسته به خود باشد. 


اثبات در یک جهت بیمایه است: اگر +ع«() یک افراز واحد وابسته به % باشد آنگاه 
مجموعهٌ ها با ضابطة 


1. paracompact 2. locally finite 


۰ ساختن توابع پیوسته روی نضاهای توپولوژیک 


VM i= {zr € ۶۱۳)۵( # o} 


یک تظریف موضعاً متناهی 90 خواهد بود. برهان در جهت عکس, یعنی اثبات آنکه هر فضای 
پیرافشرده «ویژگی افراز واحد» را دارد. پایان بخش این بخش و این فصل خواهد بود. اما پیش از 
پرداختن به اثبات؛ می‌خواهم به‌پرسشی که آشکارا مطرح انشا پاسح دهم ان این‌است: این قضیه 
به چه درد می‌خورد؟ چرا این منهوم را با خود حکم قضیه تعریف نمی‌کنیم؟ مگر نه این‌است که کل 
تایه دا راید اوا زهان اد خاو نود اف دا این ولل که وک فووا ار 
شگفت‌انگیزاست» دلمان می خواهد که بتوانیم و هرچه بیشتر ممکن است. فضاهایی واجد این ویژگی 
را شناسایی کنیم واین هم به کمک قضیه بهترازتعریف مستقیم صورت می‌گیرد. مثلا هر فضای فشردة 
هاوسدورف بالبداهه یک فضای پیرافشرده است» اما آیا بی درنگ دیده می‌شود که در ویژگی افراز واحد 
نیز صدق می‌کند؟ نه, فقط با استفاده از قضبةً فوق, این مطلب آشکار می‌شود. نکتۂ زین که بدون اثبات 


عرضه می‌شود. نشان می‌دهد که پیرافشردگی یک وک «عام» برای دستة وسیعی از فضاهاست. 


نکته. اگر فضای هاوسدورفی, موضعاً فشرده باشد, یعنی‌هر همسایگی آن شامل یک همسایگی 
فشرده باشد, و به علاوه اگر این فضا اجتماع تعداد شمارایی از زیرفضاهای فشرده باشد ( که به‌موحب 
فشردگی موضعی, مثلا برای فضاهای شمارای نوع دوم. صادق است)؛ آنگاه پیرافشرده است. 


نتبحه. خمینه ها بدو برژه 1 بیرافشرده‌اند. 


نکته. حاصلضرب یک فضای بیرافشرده در یک فضای هاوسدورف فشرده؛ فضایی ات 
پیرافشرده. 


قضیه ( استون" ). هر فضای متریکیذیر پیرافشرده است. 


به‌ویژه» همة زیرفضاهای فضاهای متری» بیرافشرده‌اند. زیرا آنها نیز متریکیذیرنده واین فوق‌العاده 
جالب است زیرا؛ در حالت کلی» زیرفضاهای بسته پیرافشردگی را به ارث می‌برند (به‌همان دلیل که 
برای فضاهای فشرده گفته شد)؛ اما برای زیرفضاهای دلخواه, ویزگی پیرافشردگی موروئی نیست. 


قضیه (میازاکی "). هر مجتمع صمب پیرافشرده است. 


1. Stone 2. Miyazaki 


پیرانشردگی ۱۶۱ 


برای اثبات قضي اخیره به مرجع [۵] و برای قضیه‌های دیگر, مثلاًبه‌مرجع [۱۶]» فصل ۱ بخشهای 
اکنون, مطابق وعده. بپردازيم بهاثبات آنکه دریک فضای پیرافشرده» هر پوشش باز؛ یک افراز واحد 


وااسته به خود دارد. برهان از دو قسمت تشکیل می‌شود: 


قسمت (۱):لم. درهر فضای پیرافشرده؛ لم‌اوریسون را می‌نوان به‌کاربرد یعنی هر در زیرمجموعه" 
بست جدا از هم را می‌توان با همسایگیهای باز از یکدیگر جدا کرد. 


برهان قسمت (۱). فرض کنیم ۸ و 8 زیرفضاهای بسته‌ای جدا از هم در فضای پیرافشردة × 
باشند: برای هر دو نقطة 4 »و19 € «. همسایگیهای باز جداگری جون (0 ,6) و( ,)۲7 انتخاب 
می‌کنيم. حال » راثابت نگاه داشته» وسعی می‌کنی که » وا را با همسایگیهای بازی چون (6) 7 و(ه) ۷ 
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گام ۳ 

ازیکدیگر جداکنيم. برای این کار یک تظریف تب متناهی برای پوشش ۳ 
€( ,۵( ۷{ و ۱۴ را در نظر می‌گیریم» و (») ۷ را به‌عنوان اجتماع کلیة مجموعه‌های این 
تظریف که مشمول در یکی از (ط ,ه) ۷هاء با قید 8 € 0 هستند, تعریف می‌کنیم. به‌موجب متناهي 
موضعی بودن» یک همسایگی باز » وجود دارد که فقط تعدادی متناهی از مجموعه‌های تظریف فوق 
را قطع می‌کند. چنانچه مجموعه‌های قطع‌شده در (,0 ,۷)۵ ۱1۰۰۰۱1 (0,۱) ۷ قرار داشته باشند, 
کافی است اشتراک این همسایگی ‏ را با (6,0) ۲۱۰۰۰۱ ( 0 ,0)4 را در نظر بگیریم تا یک 
همسایگی (ه) 7 برای ۵ جدا از (ه) ۷ به‌دست آید. 

بعد به جای آنکه »را ثابت نگهدار یم مانند بالاء یک تظر یف موضعاً متناهی برای پوشش با زمتشکل 
از مجموعه‌های بع, ((17)0) و26۱ انتخاب می‌کنيم و 17 را به‌عنوان اجتماع کلية مجموعه‌های 
این تظر یف که در (0) ۸0 € »» قرار دارند. تعریف می‌کنيم. اکنون فقط نیاز دار یم که برای هر 8 € 0ء 
یک همسایگی بازی بیابیم که ا را قطع نکند: اجتماع آنها همان ۷ی مطلوب خواهد بود. در هر حال, 
۷ یک همسایگی باز دارد که فقط تعدادی متناهی از آن مجموعه‌های تظریف را که اجتماعشان طبق 


۲ ساختن نوابع پیوسته روی فضاهای توپولوژیک 

تعریف برابر ا است» قطع می‌کند. فرض کنیم این تعداد متناهی مجموعه. در مجموعة 
(as)‏ 0 ۰۰۰۱1 0۱(۱) 0 

قرار داشته باشند. در این‌صورت, اشتراک این همسایگی نقطة 0 و 
(و۵) ۲۱۰۰۰۲۲۷ (6۱) ۲ 


همان همسایگی مطلوب جدا از 7 است. همان چیزی که برای اثبات (۱) می‌خواستیم. 

برهاین قسمت (۲). فرض کنیم ۸ع«(«0) = 90 پوشش بازی برای 26 باشد که با توجه به (۱)» 
بی‌آنکه خللی درکلیت پدید آید. می‌توانیم آن | موضعاً متناهی بگیریم. برای آنکه یک افراز واحد وابسته 
به‌اين پوشش را بيابیم. نخست اندکی رلا را «بهم می‌فشاریم»» یعنی یک پوشش باز ۸ع«(«1] پیدا 
می‌کنيم به‌گونه‌ای که را > « 7. زیاه فرض کنید که این کار ممکن باشد: در این‌صورت. با استفاده از 
لماوربسون, یک [۱ ,0 +¬ × : «ه‌انتخاب می‌کنيم به قسمی‌ که ۱ < |0901 = (2۱۳|رت» 
وبه‌این ترتیب یک خانوادة موضعاً متناهی ۸( ١‏ 0] به‌دست می‌آوریم؛ حاصلجمع ٩‏ ری رل =: 7 
همه‌جا پیوسته و مثبت است. و در نتیجه با قراردادن 0/6 =: ر ۸ € ۸ افراز واحد مطلوب 
به‌دست می‌آید. 

لذا تنها چیزی که برای اثبات مانده این‌است که نشان دهیم این‌گونه «بهم فشردن» 91 ممکن است. 
به‌ازای هر × € ت یک همسایگی باز م۲ انتخاب می‌کنيم به‌گونه‌ای که ۲ تماما دریکی ازمجموعه‌های 
عضو واقع باشد. بنابر قسمت (۱). این کار شدنی است, زیرا 2 و 0| £ را به‌ازای ر > 2 می‌توان 
با همسایگیهای بازی ازیکدیگر جداکرد. فرض کنیم که ع[ 7] یک تظریف موضعاً متناهی برای 
×ع» :۲{ بوده و <۷ اجتماع كلية بء1۲هایی باشد که بستارشان در لا قرار دارد. در این صورت» 
روشن است که ۸ع«(۲۸) نیزیک پوشش بازاست. و به‌علاوه رلا >C‏ « ۲ زیرا: می‌گیریم 7 € 2. 
پس» هر همسايگي 7 دست کم یکی‌از »ها را که بستارش در ا باشد قطع می‌کند. اماء ب‌علت 
متناهی موضعی بودن {۷e4‏ یک همسایگی به‌قد رکافی کوجک فقط تعدادی متناهی ا زآنها؛ 
مثلاً ۰17 ۰۰۰۰ ,م1 را قطع می‌کند. در این صورت, الزاماً 2 در ,م1۲ لا ۱1۰۰۰ ,17 خواهد بود 
وگرنه. یک همسایگی برای ته وجود خواهد داشت که هیچ‌یک از م11هایی راکه بستارش در رلا است. 
قطع نمی‌کند. بنابراین 


7 > Wa, ۱۰۰1۲ =W الا‎ 


همان حیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. ۳ 


۱ فضاهای تویولوژیک بالای × 

یک فضای پوششی! برای 2 فضایی است مانند ۷ همراه بایک نگاشت پيوستة پوشای × ج ۷ : 7 
(«نگاشت توقای »)» که به‌طور موضعی» حول هرنقطة «فضای پایه" ی × اساسا یل گات 
متعارف از حاصلجمع جدا ازهم نسخه‌های یک فضا به‌روی نسخۀ اصلی این فضاهاست: 


1. covering space 2. covering map 3. base space 


00 -7: حاصلجمع حدا 


از هم نسخه‌هایی از 07 e‏ 
یعنی (فضا گسسته) «1) ۰ 
۳ 


۶ - زا 

ءِ باز 
فعلا همین قدرکافی است - تااینکه شما بتوانید شهود خود را درجهت درست به‌کار اندازید. تعریف 
درا هریت ۲ عرش اون 

در شهود معمولي وابسته به‌یک نگاشت 8 - 4 : ۰۵۰۶ شیء اۆلی است که براثر نگاشت 
ر جیزی روی آن «رح می‌دهد»: هرنقطة 4 € 6 بهیک نگارة 8 € (0)/ «نگاشته می‌شود». اما 
همچنین می‌توانستیم حوزة عکس یعنی 8 را شیء نخست تصوروفكرکنيم که نگاشت 8 +- 4 : ار 
معرف یک خانوداة وعم( م4 ] از «تارهاا ی» (۱)0 f‏ : 4۲ روی 8 است. این دو شيوة بیان یک 
نگاشت. یا نگریستن به‌آن, آشکارا کاملاًهمارزند وانتخاب یکی با دیگری فقط بستگی به‌آن دارد که در 
مرحلة اول, این نگاشت را برای چه منظوری خواسته باشیم. مثلا به خمی به‌صورت 26 + [۱ ,ه] : 6. 
همه به‌شیوة اۆل نگاه می‌کنند (یعنی در هرلحظة ٤‏ می‌دانند که نگاره در کجاست)؛ درحالی‌که. برای 
یک کلاف برداری × + ۲ : 7, شيوةً دوم احساس کلی مناسبتری را تداعی می‌کند (یعنی برای هر 
× € 2 می‌دانیم تار متناظر آن یعنی »1 جیست). 

E تار‎ 


3 ۳ 
0 f " 2 ۱ 


Xx 


واما درمورد فضاهای پوششی, باز در حوزة عکس است که جیزی «رح می‌دهد» ( که با جیزی پوشیده 
می‌شود)» و به همین دلیل می‌خواهم توجه شما را این نحو نگریستن جلب کنم. برای این کار از 
اصطلاح زیر استفاده می‌کنم. 


1. fibers 


فضاهای توپولوژیک بالای × ۱۶۵ 


TT‏ : ۱ ۰ باشد. ز یک 
o‏ 7 


ابهام نرود. 
4 را به‌جای 7 (Y,‏ 
ع را به‌جای (2)' ۲۳ («تار بالای ±») 
Y|U‏ را به‌جای (( ۰)7 ۲|7 ,(۲۳۲)0) («تحدید ۲ به × € 0») خواهیم نوشت. 


مثال. تصویر بر محور ها قرص "3 را به یک فضای توپولوژی بالای [۱ ,۱-] تبدیل می‌کند. 


۱ 1 1 [- 
پس, در وهلة اۆل» این کار اساساً راه دیگری برای ارجاع به نگاشتهای پيوستة پوشاست. ولی دیدگاه 
بالای 2۶ باید هم‌ارز تلقی شوند. 


و فان تیک ی ۲ پا راز شت رای را شتا 


ع = )» هرگاه ر اک یاک 1۳2  :‏ «بالای 
» موجود باشد. پعنی یک همسانر یختی که نمودار زیر درمورد آن یک نمودار تعویضیدیر باشد: 


1. over 2. topological space over X 


۱۶۶ فضاهای پوششی 


بان تاه کرد که دزا نن ضور ت الراما ع تار ےا را بطو ر همانر يجت روی تاره ۲ نقواهد بکاشمت: 


اگراصلهای موضوع محدودکنندة دیگری نگذرایم» مفهوم فضای توپولوژیک بالای × بازهم خیلی 
کلی بوده و نمی‌تواند کاربردی حذی داشته باشد. یک رده خصوصیتر از فضاهای تویولوژیک بالای 
که هنوزهم بس بزرگ ولی فعلاً جالب توجّه است, با افزودن شرط «بیمایگی موضعی" » به‌دست 


تعر یف (تاربندیهای بیمایه و بیمایة موضعی). یک فضای توپولوژیک ۲ بالای × را بیمایه" نامند 
هرگاه یک فضای توپولوژیک ۳ موجود باشد به قسمی که ۲ با 


XxF 


تصویر متعارف 
1 
4 
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یکریخت باشد. یک فضای توپولوژیک ۲ بالای × را بیمای موضعی " .یا تار بندی بیمای موضعی "گویند 
اگر هر 2 > 7 یک همسایگی 7 داشته باشد به قسمی که ۲ بالای لا یعنی 07| ۷ بیمایه باشد. 

اگر برای همسایگی آآیی از نه تحدید ۲|0 بیمایه باشد. واضح است که در این‌صورت حتی 
رابطة ,۷ × 0 = 87| ۷ برقرار است. اگر برای یک تاربندی بیمایة موضعی همة تارهای ,۷ با یک 
فضای ثابت ۳ همسانر یخت باشند. ۲ را یک تاربندی بیمایة موضعی با «تار نمونه" » ی ۳ نامند. 
این محدودیت» آن قدرها که به نظر می رسد قوی نیست: دریک تار بندی بیمایة موضعی» همسانر يختي 
نوعي تارهای ۲ آشکارا ثابت موضعی " است. و درنتیجه. اگر فضای پایة ٭ همبند باشد ثابتِ 
سراسری" خواهد بود. 

درمورد تاربندیهای بیمایة موضعی ۲ بالای × با تار ۳ ارتباطی نزدیک» مثلاٌ بین گروههای 
مانسته‌جايي تار ۳ پاية × قائ کل ۲ («دنبالة کامل مانسته‌جایی" 6 وجود دارد و بدین‌طریق 
می‌توان اطلاعاتی از ویژگیهای مانسته‌جايي یکی ازاین سه فضا را به کمک ویژگیهای دو فضای دیگر 
به‌دست آورد. (در واقع؛ بیمایگی موضعی شرط قوي غیرلازمی برای کامل بودن دنبالة مانسته‌جایی 
است؛ واژة کلیدی» «تار بندیهای سر" » است). 


1. local triviality 2. trivial 3. locally trivial 4. locally trivial fibration 
5. typical fiber 6. locally constant 7. globally constant 
8. exact homotopy sequence 9. Serre fibrations 


مفهوم فضای پوششی ۱۶۷ 


چند کلمه‌ای هم دربارة اصطلاحات علمی: کلافهای تاری" ,که اصلا قصد نداریم آنها را دراینجا 
مورد بحث قرار دهیم. از جمله تاربندیهای بیمایة موضعی «هستند». اما یک کلاف تاری فقط یک 
تاربندی بیماية موضعی با ویژگیهای مخصوص نیست. بلکه علاوه بر اصول موضوعة دیگر این مفهوم 
شامل داده‌های اضافی دیگری نیز هست. مثلاء درکلافهای برداری, می‌خواهیم که هر تار دارای یک 
ساختار فضای برداری (یک ساختاراضافی) باشد. و باید بتوانیم بیمایه‌سازیهای موضعی را روی تارها 
یکریخت خطی بگیریم ( اصل موضوع اضافی). 


,5 1 ۰ ای یود = 
تعر یف (فضای پوششی). یک تاربندی بيماية موضعی را یک فضای پوششی گویند اگر همة 


یک همسایگی باز جون ا ویک فضای کسستة ۸ موجود باشند به قسمی که ۲|7 و ۸ × ا بالای 


EERE‏ و 
IE‏ 

(x. 2(‏ = ا چ نسم 
وت ا 


البته, می‌توان خود ۸ را به‌عنوان تار برگزید, همان طو رکه در تاربندیهای بیمایةٌ موضعی هميشه جنین 


اشتنت: 
عدد اصلی یک تاربالای تت یعنی #۲١‏ را جندگانگی" پوشش در نقطة :2 نامند. روشن است که 


۰. > ۳ ٤ هھ ه ده‎ * ۰ a e ENE. ojo 
جنانچه جندگانگی مقداری ثابت وبرابر 7 باشد, پوسس را پوشىش (#برنی خوانند.‎ 


1. fiber bundles 2. multiplicity 3. n-fold covering 


۱۶۸ فضاهای پوششی 


یک نگاشت پوششی × + ۲ : 7 همواره همسانریخت موضعی" است. یعنی هرنقطة 
۲ € ر یک همسایگی باز ۷ دارد به قسمی که (7)۲ در × باز و 7 معرّف یک همسانریختی 
(۲)۷ 2 ۷ است. البته به‌علت گسستگی ۸, هر (2) « 7 در ۸ ۷ 7] باز است» و تصویر 
متعارف 7] د (() × 0 آشکارا یک همسانریختی است. لذا درموردی که نام برده شد 
(د < )۳۱ :۷ در (۲-۱)7 و درنتیجه در ۲ باز خواهد بود. و بابراین 7 مجموعة ۷ را 
به‌طور همسانریخت روی 7 می‌نگارد. 


این منهوم فضای پوششی یگانه منهومی نیست که ا این نام به‌کار می رود بلکه ساده‌ترین 
آنهاست. بهو یژه در نظرية توابې به دلایلی «پوشش»‌های کلیتری ر درنظر فک رز که حالت 
خاص آنها «پوششهای شاخه‌یی"» از قبیل  )۲‏ © ,"2 جا ے هستند: 


سح 
۳ 


0 


دراینجا به شرط بيمايگي موضعی نیازی نیست بلکه فقط پیوستگی, باز بودن (نگاره‌های مجموعه‌های 
باز بازند) و گسستگی تارها مورد نیازند (مثلاً رجوع شود به مرجع .]٩[‏ ص ۲۰ به‌بعد). نقاطی 
مانند لګ که درآنها چنین نگاشتی همسانریخت موضعی نباشد. نقاط شاخه‌یی" نامیده می‌شوند. 
در مثال "2 + 2 بگانه نقطهٌ شاخه‌یی نقطةٌ ٥‏ است. 

اما. حتی وقتی جنین پوشش «تعمیم یافته»‌ای (یعنی نگاشت پیوسته. بان و گسسته‌ای) 
غیرشاخه‌یی (یعنی همه‌جا همسانریخت موضعی) و پوشا بات زوا یک فضای پوششی به‌معنای 
تعریفی که آوردیم؛ نیست. به سهولت می‌توان مثالهایی از این دست را با برداشتن یک قطعةٌ بستة 


مناسب از یک بوشش «خوب» به‌دست آورد: 


1. locally homeomorphic 2. branched coverings 3. branching points 


ساده‌ترین مثال» هنگامی به‌دست می‌آید که ۱ × (0 < »18۳ € «) لاه × 8 = ۷ را همراه با 
تصویر متعارف 8[ ب ۲ درنظر می‌گیریم: ۷ در نقطة ه موضعاً بیمایه نیست. تعداد برگها در طرف 


چپ برابر ۱ و در طرف راست برابر ۲ است. 


1 


#۷ 

در خاتمه, چند مثال بسیار ساده اما غیر بیمایه (به معنی خی کلمه) می‌آوریم: 

مثال ۰۱ برای هر عدد طبیعی ۲  <‏ نگاشت 2۳ + 2 یک پوشش -برگی غير بیمایه 
٥‏ + ۱0) (ویا ٩"‏ «- 5۱) را به‌دست می‌دهد: 


و هو و هم وه 


2 


(بیمایه) 


مثال ۲. نگاشت 6۱ + 8 رقم با 2 معزف پوششی است با تعدادی نامتناهی - شمارا برگ. 


مثال ۳. تصویر متعارف 18۳۳ +« ”5 یک پوشش ۲ -برگی است. 

راجع به خود مفهوم پوشش همین‌قدرکافی است. کاربردهای فضاهای پوششی را در بخش ۸ 
خواهم آورد. قسمت عمده این فصل به رده‌بندی فضاهای پوششی تخصیص داده می‌شود. آری, 
حق هم همین است. زیرا می‌توان یک بررسی کامل از همة فضاهای پوششی یک فضای توپولوژیک 
مفروض × به عمل آورد. واين همان جیزی است که «نظر بة فضاهای پوششی» می‌نامیم. نظربه‌ای 
هرچند مختصر ولی مفید است. اما دراین نظریه» یک ابزار فنی همه‌جا حاضروجود دارد. که همه چیز 
به کمک آن ساخته. اثبات و انجام می‌شود. این ابزار بالابري راه است. این همان موضوعی است که 
اکنون می خواهیم ا زآن صحبت کنیم. 


۳ بالابری راه 
تعر یف (بالابري راه)" فرض کنیم × + 3 7 یک نگاشت پوششی و 1 + 9 ره : a‏ 
یک نگاشت پیوسته (یعنی یک ی باشد. یک ره ۷ +- [ به] : 2 ریک بالابري » با شروع از 


گوییم هرگاه رز = (a)‏ وه = :6 ۰ 7. 


در 1۳ یه ۱ 
1 4 
/ ۳ 
1 


1 

۱ 

۱ 

2 ا 

۱ ِ ز ی 

۱ ۱ ۱ 
[a b] ~~ XxX د ا‎ 


)0(« 
لم (وجود و یکتایی بالابریهای راه). ار ۷ یک فضای پوششي ۸ باشد. برای هر راه ۵ در 2 و 
هر نقطۂ ۲ > ہو بالای (»):۵. یک و تنهایک ٩‏ هست که بالبری » با شروع ازمل است. 
برهان. چنانچه × > ا یک مجموعة باز و 7]| ۷ بیمایه باشد. به آسانی دیده می‌شود که همة 


1. path lifting 


بالابري راه ۱۷۱ 
بالابریهای همة راههای 2 که کلاً در 17 باشند دقیقاً جه هستند: نسبت به ۸ × ل م2 70۳ 
این بالابریها دقیقاًراههایی مانند ۾ 8 در 1 هستند که با ضابطة ( ,(۵)8) : (۵)ر تعریف 


می‌شوند. 


CG 


اکنون (بی‌آنکه از کلیت کاسته شود) فرض می‌کنيم » از [۱ ,0] به × مفروض و مل بالای »)٥(‏ 
باشد. 

یکتایی. فرض می‌کنیم ٩‏ و 2 دوبالابری با شروع از ل باشند. همان‌طورکه درمورد ۲|0 استدلال 
شد دو زیرمجموعه از [۱ ,0] که » وت درروی آنها به‌ترتیب برهم منطبق باشند یا نباشند هردو بازند. 
اما مجموعة اولی چون شامل 0 است ناتهی است. درنتیجه» بنابر همبندي [۱ ,۰]0 باید مساوی [۱ ,0] 
باشد. 

وجود. مجموعة اعضایی چون [۱ ,0] > که برای آنها یک بالابری [7 ,۵|]0 با شروع از ل وجود 
دارد. مجموعه‌ای ناتهی است» زیرا شامل 0 است. کوچکتر ین کران بالای این مجموعه را ,ا می‌نامیم. 
یک همسایگی باز (,۵)۶ مانند € ویک عدده < ۲ را چنان انتخاب می‌کنيم که ۷ بالای 7] بیمایه 


باشد وت کل رة |۱ ,]۸[ + e,٥‏ - ,]را بتوی ا بنگارد. فرض میکنیم ۲ + [7 «a : Î0,‏ 


یک بالابري ]7 ,۵/0 برای مقداری مثل ۱ ,0 8 [fo ۶ E/, to]‏ € 7 باشد, و 0 یک بالابري 
[۱ :0 0 [6/۲ + ,]| با شروع از (7) 0 باشد. 


دراین‌صورت؛ باقرار دادن 


a(t), tE€ {o, 7] برای‎ 


a(t) := ۳‏ 
برای [۱ ,0] 0۱ [6/۲ + t€ [rt‏ ;6(6 
یک بالابري [0 ,0|]0 با شروع از ہل تعریف خواهد شد و به‌علاوه, 9 برابر با ۱ است ( اگر ۱ = م٤)‏ که 
دراین حالت مسأله تمام است و یا از # بزرگتر است. اما بنابر تعریف ,#» حالت دوم ممکن نیست و 
لذا 6 همان بالابري مطلوب » است. همان چیزی که می خواستیم ثابت کنیم. 0 


این لم پاسخگوی دوتا ازبدیهیتر ین پرسشهای مر بوط به بالابری راههاست. مهمتر ین مطلب دیگری 
که لازم است راجع به بالابری راهها بدانیم. «وابستگی پیوسته به پارامترهای اضافی» است. فرض کنید 
به‌جای یک راو تتها تمامی یک «خانواده» از راههاء یعنی یک مانسته‌جایی مانند 


h: 2 x [o, NY 4ب‎ 


و متناظراً به جای یک نقطة شروع تنهای مرا بالای »»)٥(‏ تمامی یک «نگاشت پیوسته از نقطة شروع» 
۵ می : ی 


بالای ہ۸ مانند × ج 2 : با شرط مد ne‏ ه 7 را به‌ما داده‌اند. حال» اگر برای هرمقدار ثابت 


بالابری راه ۱۷۳ 


2 € 2 راه نظیر آنرا بالا بریم تا به راه مورد بحث با شروع از (۱۰)2 برسیم؛ روی هم‌رفته یک 
نگاشت بە‌شکل 
۲ب kh: 2 xo N‏ 


بل دت می ار ا اک ای ا وھ ا 


eS EE Ee‏ توا وتان سدق 
برای نظرية فضاهای پوششی به‌دست می‌آوريم. 
ها ات ۳ وک ای وت وا وک شتا 


یبحم 


ho: Z —+Y 


یک «بالابری» ببوسته" ۸٥‏ باشد («بالابری مفروضی برای تاه شرویع»): 


¥ هت 0 < 27 


1. lifting of homotopies 


۴ فضاهای پوششی 


دراین صورت. نگاشت 


2 : 7 « [o ۲ب‎ 


(2,6) => @.() 


که از بالابري فرد فرد راههای × + [۱ ,ہ] : یم (,2) ج ۶ با شروع از نقطه (2), ۸0 به‌دست 


می‌آید. یک نگاشت پیوسته است. 


برهان. برای اختصار ٤‏ - همسایگیهای نقطة م٤‏ در [۱ ,0] بهشکل [۱ ,۲۱]۵(+ م۷ - ہ٤)‏ 
را با [)٤(‏ نمایش می‌دهيم. یک جعبة باز (,1,)8 × © در [۱ :0] × 2 را «کوچک» خوانیم. اگر 
درک تیوه پار 0۱6 بنگارد بهقسمی کہ ۲|0 بای باشد. حال اکر رزوی یک 
«رخط قائم» ۱ x‏ 2© از این حعبه: پیوسته باشد, در تمامی این حعبه پبوسته خواهد بود. درواقع؛ 
نسبت به‌یک بیمایه‌سازی 


۷۲7 22 ۸ 


ن تکاهت رل 6( ا مهم موره بح ماسکه ریا 2 مخت آین کا شت 
توسط ۸ء که درهرحال پیوسته است» داده شده است) مستقل از # است. زرا هریک از راههای 
بالا برده پیوسته است. ازآنجا که ۸ بر #۱ × 62 پیوسته است» باید بر همة 1 × ©٩‏ پیوسته باشد. 
دراین مورد. خواهیم گفت که این جعبه نهتنها «کوچک» بلکه «خوب» نیز هست. 

حال فرض کنیم که برای یک مقدار ثابت 7 ع 2 7 مجموعة [0,۱] € ا باشد به 
قسمی که یک جعبة همسایگی کوجک و خوب ()1 × ٩‏ موجود باشد. که اصلا معنای 
این فرظ وه تردن 8 در بکه‌هسایکی اش ایور رازه 
ارک و پارمه وی ف فرع ری : دام 6 ال ها کا 
است ثابت کنیم که ۳ بسته نیز هست. زا داین‌صورت. به استناد همیندی» خواهیم داست 
زا فا وا ها وھ اھ بای این کار فرش کم ۳ ن 
پیوستگی ‏ یک جعبة «کوچک» (,1.)0 × ٩2‏ حول نقطة (,2,۲) وجود خواهذ داشت» و چون 
€ و یک ۲۱7 ()ء € ۱ وجود خواهد داشت. پس 2 دریک همسایگی 2 مانن 


2۱ ببوسته خواهد بود» درنتبحه h‏ در نيمة (ON 2۱( xX Ie(to)‏ پیوسته خواهد بود و از آنجا 


بالابری راه ۱۷۵ 


نتیجه می‌شود که 7 > ,#. همان چیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. لا 
به‌عنوان نخستین فرع به لم زیر توجه می‌کنيم. 


لم تکراهی!. فرض کنیم ۲ یک فضای پوششی برای 26 و » و 8 دو راو مانسته‌جا در ٭ با 
بتدا و انتهای ثابت باشند. یعنی یک مانسته‌جابی 


h : ]0,۱[ x ]0,۱[ +X 


س he = a‏ و 8 = hı‏ با شرطهای (۵۷)0 = h,(o)‏ و (0,)۱ = h,(۱)‏ برای هة اها وحود 
داشته باشد. حال اگر © و 8 بالجربهای » و8 باایک نقطه شروع رل باشند. آنگاه نقطه‌های پایانی 


آنها نیز یکی خواهد بود: (۱) ۵ (2)۱. 


ON 
سرت‎ 


كت 


برهان. وفتی هریک از ,ها را ب‌یک راه که نقطة شروعش ولا است بالا بریم» «نگاشت 
نقطة انتها», (۸,)۱ + 4 نگاشتی خواهد بود که ٤‏ را بر تار بالای (۱)» می‌نگارد. البته این نکته 


ر مستقل از این لم می‌دانستیم» زیر o 3 = hr‏ 7. اما به‌موحب این لم این نگاشت پیوسته. و 
لذا ثابت است» زیا این تاں تاری است گسسته. O‏ 


1. monodromy lemma 


۳ آشنایی با رده‌بندی فضاهای پوششی 
یک فضای پوششی برای 26 دروهلةً نخست شیتی هندسی است که نمی‌توان آنا بی‌درنگ مطالعه 
کرد. جنانچه خواسته باشیم یک اطلاع‌کلی؛ یعنی یک رده‌بندی از همة فضاهای پوششی. داشته باشیم, 
ناچاریم در جستجوی «علائم مشخصه»ای برای پوششها باشیم. یعنی باید به هر پوشش, داده‌هایی 
وابسته کنیم» نوعی مشخصه يا نشانه‌ای که از لحاظ ریاضی» و درصورت امکان از لحاظ جبری» 
قابل دسترسی باشد, بهگونه‌ای که دو فضای پوششی برای × یک مشخصه داشته باشند اگر و تنها 
اگر یکر یخت باشند. بدین‌ترتیب» رده‌بندی فضاهای پوششی باتقریب یکریختی» پدل به بررسی این 
مشخصه‌ها می‌شود. که امیدواریم مسأله را ساده‌تر سازد. 

بسیاری از مسائل رده‌بندیها در ریاضیات را بااستفاده از همین فکر مورد بحث قرار می دهند. نمونة 
ساده‌ای که همة شما دیده‌اید رده‌بندی صورتهای درجة دوم درفضاهای برداری حقیقی 7 بعدی است. 
یک مشخصة کاملاًواضح, یک «ناوردای یکریختی» برای صورتهای درجه دوم رتبة" آنهاست. اما 
رتبه به تنهایی نمی‌تواند ردة یکریختی صورت درجه دوم را مشخص کند. بنابراین بايد در جستجوی 
مشحصه‌های دیگری نیز بود؛ یکی ازاين مشخصه‌هاء به‌عنوان مثال, نشان " صورت درجة دوم یعنی 
تفاضل 4  -‏ بین ابعاد ماکسیمال زیرفضاهایی است که‌این‌صورت در آنها به‌ترتیب مثبتِ معین و 
منفی معین است. (بدیهی است که از روی رتبة و + م ونشان و - 0 می‌توان وه را به‌دست آورده و 
برعکس). بنابراین» قضیة رده‌بندی چنین بیان می‌ شود («قانون اینرسی سیلوستر» ): دو صورت درحة 
دوم در ۷ یکریخت‌اند اگر و تنها اگر رتبه ونشان آنها یکی باشند. بااین قضیه. مسألة مطالعة رده‌های 
یکریختی صورتهای درجة دوم» بدل به مطالعةٌ همه زوجهای مرتب ممکن اعداد ٩(‏ ,۳) می‌شود که 
به‌شکل رتبه و نشان یک صورت ظاهر می‌شوند. که این هم آشکارا مس بسیار ساده‌تری است: این 
زوجهای ممکن, همة زوجهایی هستند بە‌شکل ( - ص ,4 + م) باشرط 4 ,2 > 0و۲ > 4 + . 

در رابطه با فضاهای پوششی مورد بحث ما رفتار بالابری راهها" ‏ علامت مشخصة مطلوب را 
به‌دست می‌دهد. دراینجاء بحث خود را به فضاهای همبند - راه" محدود می‌کنيم, و همچنین درهرفضا 
نقطة ثابتی را (به‌عنوان «پایه نقطه» " ) درنظر می‌گیر یم. البته. فرض می‌شود که نگاشتهای پوششی, پایه 
نقطه‌ها را حفظ می‌کنند. و برای نشان دادن این نکته می‌نویسیم: 


Tr: (¥, yo) =+ (XK, To) 


شرط همبند- راهی! ۰ محدودیتی آن‌جنان اساسی برای هدفهای ما در نظرية فضاهای پوششی به 


1. rank 2. signature 3. Sylvester’s law of inertia 
4. path-lifting behavior 5. path-connected 6. basepoint 
7. path-connectedness 


آشنایی با رده‌بندی فضاهای پوششی ۱۷۷ 


حساب نمی‌آید. واستفاده از علامتگذاری فوق برای نقطه‌پایه‌ها نیز به هیچ‌وجه آسیبی به محتوای ریاضی 
این نظر یه نمی رساند. 

حال گوييم دوفضای پوششی (۲,1) و( ای فضای 0 هردویک رفترالابری 
دارند هرگاه برای هردو راه » و 0 از نقطة رنه به نقطة دیگری چون نه حکم زیر برقرار باشد: دو راه بالا 
برده شدة © و در ۷ به نقطة مشترکی ختم می‌شوند اگر و نها اگر دو راه بالا برد شدة 67 و 3/ در 
۳ با شروع از رل نیزبهنقطة مشترکی ختم شوند. 


۳ شش در 2 : 
Xo‏ 


8 

وامّاء چنانچه قرار باشد نقش این رفتاربالابری برای فضاهای پوششی مشابه نقش رتبه ونشان برای 
صورتهای درجة دوم باشد. دو مسألة کاملاً متفاوت مطرح می‌شوند که باید به آنها پاسخ داد: 

مسألة (الف) یک فضای پوششی تاچه حد از روی رفتار بالابریش مشخص می‌شود؟ 

مسألة (ب) چگونه می‌توان از لحاظ جبری به رفتار بالابری» «پی‌برد»؟ 

در دو بخش آتی» به‌این پرسشها پاسح داده خواهد شد. اما ابتدا می‌خواهم. شاید با احتیاط 
غیرضروری» اصلی را که جواب براساس آن نهاده شده مطرح نمایم. لذا خود را درگیر جزئیات نمی‌کنم. 

برای مسالة (الف). بدیهی است که فضاهای پوششی کر خت یک رفتار بالایری دارند؛ مسأله 
این‌است که آیا عکس آن نیز صحیح است؟ ۱ 

رفتار بالابری, تکلیف قابلیت بالابری" نگاشتهای پيوستة 

f: ك (م2,2)‎ (X, 3o) 


ازفضاهای همبند - راه 2 را به طریق زیر تعبین می‌کند: اولا اگریک بالابری ‏ وجود داشته باشد. آنگاه 
البته به‌ازای هرراه ٩‏ از 2 به 2 راه » ٥‏ یک بالابري راه » ۰ f‏ با شروع از مل خواهد بود. و به‌این 


)۲, o) 


2 


(Z. =0) (X, xo) 


/ 
ترتیب»  )2(‏ نقطة انتهای بالابري » ۰ [ است که از مل شروع می‌شود: 


1. liftability 


5 ۳ 2 
O‏ ۰۳ 33۰ ۶ : : 
کت پم راتکه از بکتای وہای مها تمه مر مود که یک مرن گر 
یک بالابری با شرط ا = (من) ۶ وجود دارد. واماء ه‌اکنون می بیش که با دردست داشتن یکی 
ارات زره ام ادا ای هیانک ی رم SE GSE‏ 
راه :۵ از م2 به 2 € 2 انتخاب می‌کنیم و نگارة آنر| به‌دست می‌آوریم. سپس آنرا بالا می‌بریم و نقطة 
انتهای این بالابری را مساوی (2) / می‌گيريم. 
این نقطة انا ماب ارا بالاخره (از ره بالاری) 
رز مت دوا 
ً 
ف د ی ا ی 
فا کتک ای کات در ابتدا (با انتخاب) 
اکنون مسألة «خوشتعر بفی» به‌میان می‌آید: آیا این  )2(‏ که بدین شیوه تعریف شده؛ مستقل از 


آیا بالابریها به‌نقطهُ مشترکی که ۳ 
0 
ختم می‌شوند؟ 2 
1 8 
e‏ سس EE‏ 
Xo‏ 
0 


برای آنکه ویدگی فوق برقرار باشد, باید برای هردو راه » و 8 که از 2 آغاز و به نقطة مشترکی منتهی 
می‌شوند بالابریهای » ۰ و 8 ۰ که ازمل شروع می‌شوند.الزاماً به نقطة مشترکی نیز ختم گردند. 
برقراری این شرط. که آشکارا شرط لازم برای وجود 1 است. درواقع؛ نتيجة رفتاراین بالابری است و 
خواهیم دید (بخش ۵, ملاک قابلیت بالابری) که همین شرط تحت فرضهایی مناسب. شرط کافی 


برای وجود یک بالابري پيوستة ۴ است. در حالت خاصی که دو نگاشت مفروض, نکاشتهای پوششی 


آشنایی با رده‌بندی نضاهای پوششی ۱۷۹ 


با یک رفتار بالابری باشند» روشن است که این «ملاک» بر فرار است: 


(Y, Jo) 


۳ 
2 7 


(yo) مسب‎ (X, xo), 


یک استفادة دیگر ازاین استدلال» یعنی مرتبط کردن دو فضای پوششی» یکر بختیهای بین این فضاها 
را که وارون یکدیگرند به ما می‌دهد: 


۷ 


(X. xo) 


اھا (ب). فروض کنیم 6۷ و 6 دو راه از ند به :۵ باشند. بالایریهای آنها, © و /۰ با شروع از 
مل بذیهی است که یک نقطة انتهایی مشترک دارند اگر و تتها اگر, بالابري راه بستة 0/07 با شروع از مل 
خود نیز یک راو بسته, و یا یک طوقه! » باشد. بدین‌ترتیب» برای پی‌بردن به رفتار بالابری, تنها چیزی که 
لازم داریم این است که بدانیم کدام یک از طوقه‌هایی را که از وگذاشته‌اند می‌توان به طوقه‌هایی که از 
٥‏ می‌گذرند. بالا برد وکدام یک را نمی‌توان. 


xo 
به‌موجب لم تکراهی» این مطلب فقط بستگی به رد مانسته‌جایی (با ابتدا و انتهای ثابت منطبق بر‎ 
دارد. اما مجموعة رده‌های مانسته جایی طوقه‌های گذرنده بر م به‌شیوة متعارف» تشکیل یک گروه‎ )2, 
نامیده می‌شود وزیرمجموعة رده‌های طوقه‌هایی که‎ ٨۱), 2 ( می دهند,که اصطللاحاًهگروه بنیادی"‎ 
رامی‌دهند.‎ ٨۱), می‌توانند به طوقه‌های دیگری بالا برده شوند. تشکیل یک زیرگروه ( مل ,2)۲ از(‎ 
پس, شناخت رفتاربالابری» به معنی شناخت این زیرگروه است: این ز یرگروه» همان «مشخصه»ی جبری‎ 
ات که فشان و ی راک سس کی رای روز رک دی اھان کی وسوی تن فة‎ 


1. loop 2. fundamental group 


۱۸۰ فضاهای پوششی 


یکتایی است. که در مسألة (الف) نام بردیم» و می‌گوید که: دو فضای پوششی یکریخت‌اند اگر 
و تنها اگر یک رفتار بالابری» و درنتیجه یک گروه € داشته باشند؛ و ازسوی دیگر متضتن یک 
قضيهً وحودی است. که باید به فکر تنظیم هریت آن باشیم. و مشخص خواهد کرد که با دردست 
دا یک ویرگروه (وط )۱ € 6ذدست ا شرایطین واقعا یک فضای پوششی که در فرط 


6 < (,(6)۲,۷) صدق کت موجود است. برنامه‌ای که در اینجا مطرح شد. مفصلاً در بخشهای 


۵ و ۶ تشریح خواهد شد. 


۵. گروه بنیادی و رفتار بالابری 

تعر یف (رستة فضاهای «یایه نقطه»دارا ). منظور از یک فضای پایه نقطه‌دان یک زوج 
(,::,) متشکل از یک فضای تویولوژیک × و یک نقطة × > مه است. یک نگاشت 
پیوسنه حافظ پابه نقطه (ملا,۲) جک (مت,2) : . جنانجه از نامش پیداست» وا 
است پیوسته چون ۲ + ×  :‏ با شرط ولا = (ہ). بهویژهه منظور از یک نگاشت 
پوششی (م#,1) +¬ (مل,¥) : 7 نکاشتی است بوششی جون × + ۲ : ۲ با شرط 


.T(Yo) = 3o 


تعریف ( گروه بنیادی). فرض می‌کنيم (ہ2 ,×) یک فضای پایه نقطه‌دار باشد. مجموعة 
راههایی در × ر که از م3 شروع و به و ختم می‌شوند (مجموعة «طوقه‌ها در ,:2») با نماد 
O(X, 2‏ نمایش می‌دهیم؛ و فرض می‌کنیم که ات 
(a, Û) « af‏ ,(؟ +¬ O x O‏ 
نگاشت مركب ا ضابطه‌های: 


۱ 
برای > St‏ ۲۶(,0]ه <: (0/0)1 


۱ : 
بل > ۸ > ۲ ,(۱ - ۵۲۸ : «(Û‏ 
باشد. دراین‌صورت. روی مجموعة رده‌های مانسته‌جایی 
> 0 


(نماد = معّف مانسته‌جایی بانقاط انتهایی " ثابت وه است)؛ یک قانون ترکیب خوشتعریفی با ضابطة 
[/»] =: [0][ه] وجود دارد که ( = ,7۱/06 را به‌یک گروه بدل می‌کند. این گروه را گروه بنیادی فضای 


1. category of spaces with basepoint 2. endpoints 


گروه بنیادی و رفتار بالابیی ۱۸۱ 


از اثبات مراحل مختلف و لازم برای توجیه احکام فوق (خوشتعریفی نگاشت ترکیب» شرکنپذیری 
وجود 1 ووارون) که خیلی ساده‌اند. می‌گذرم. خواننده‌ای که تاکنون با مانسته‌جایی راهها تماسی نداشته 
واکنون می خواهد جگونگی کار آنها را پداند. می‌تواند به صفحات ۷۸ تا ۸۸ مرجع [۱۲] مراجعه کند. 
تمادوذاری:-بدیهی است که سا خان فری ا طر ی معارف» مار یک تاسکون عموردای 2 
از رستة فضاهای پایه نقطه‌دار و نگاشتهای پيوستة حافظ پایه نقطه, به رستة گروهها و همر یختیهاء یعنی 


mf : 7۱) xo) ۱) yo), [a] =+ [f o a] 


به‌ما می‌دهد. ولی ما به‌جای 7۱۴ نمادگذاری متداول , را به‌کار خواهیم برد. 


فرع لم تکراهی ( رفتارگروهبنیادی نسبت به نگاشتهای پوششی). اگر(م:26,۵) += (مل۲,۷) : 7 
نگاشتی پوششی باشد. همریختی گروه القایی (,7۱)26,2 ج (مل ,)7۱ : ,7 یک همریختی 
یک‌به‌یک بین گروههای بنیادی است. 

برهان. فرض می‌کنیم (,:7۱)6,2 € ۱ = [7:]7. دراین‌صورت. یک مانسته‌جایی ۸ با مبدأ و 
منتهای ثابت ون بین ۵2 ونگاشت ثابت (,:2) <- [۱ ,0] وجود دارد. حال ‏ را هیک مانسته‌جایی 
7 با مبداً ومنتهای ثابت ولا بالا می‌بریم» و دراین‌صورت داریم 7 = 8 و :0 یک بالابری را ثابت, 
و درنتیجه ثابت است. پس (,۷ ,)7۱ € 1 = [(]. همان جیزی که می خواستیم ثابت کنيم. 0 


تعریف (گروه مشحصء یک فضای پوش شون فرض کنیم (,:,21) + (ولا,۲) : 7 یک 
نگاشت پوششی باشد. دراین صورت» نگارة همریختی یک‌به‌یک (7۱)2۲,0 ج (مل )7۱ : .7 
راومه EI‏ ابن بوشش کو یند وا نماد (م:2 ,7۱25 2( G(Y, Yo)‏ نمایش می دهند. 


وفتی می‌گویيم یک طوقه درت ب‌یک طوقه درمز بالابردنی " است. منظوراین‌است که این طوقه 
تصویر طوقه‌ای در ولا است. ازاین رو گروه C 77۲), Fo)‏ (مل ,€ همان زبرگروهی است که در 
بخش قبل اعلام کردیم, وگفتیم که حاوی كلية اطلاعات راجع به رفتار بالابری این پوشش است. 

حال اگر (,۵,ک) ه- (م2 ر2) : گ پیوسته و (م۷,۷) +- (م2,2)  :‏ یک بالابري ره یعنی 
م = ۶ ه 7 باشد 


1l. characteristic group 2. characteristic subgroup 3. lftable 


۱A۲‏ فضاهای پوششی 


(Y, yo) 


(Z, 20) f (Xx, و(‎ 


بدیهی است که خواهیم داشت 
Yo) = 60,۷,(‏ ,)یی ))2 )۱ )7۰ (2 1.۲۱62 


و معنی آن این‌است که شرط 2e) a G(Y, o)‏ 1۳4 شرطی لازم برای قابلیت بالابری یک 
نگاشت مفروض (ہ± ,×) جک (م2 ,2) : است. برای آنکه بتوانیم بیان کنیم که تا جه حدٌ این شرط, 
شرط کافی نیز هست. باید باز هم نخست یک مفهوم دیگر همبندی را بياوریم» و آن این‌است: 


تعریف(همبند - راه موضعی). یک فضای توپولوژیک را همبند - راه موضعی" گوییم اگر هر 
همسایگی شامل یک همسایگی همبند - راه باشد. 


توحه. خمینه‌ها, همبندراه موضعی هستند (روشن است)؛ و مجتمعهای ضمب نیز چنین‌اند. 


مثالی از یک فضای همبند - راه که 


ات 


م ۰ 
۰ و غیره 


نکته. در فضای همبند- راه هر همسایگی /آی یک نقطه م عملا شامل یک زیرهمسایگی 
ههیند- راه بازاست نمونة آن مجموعه همه ۷ € هابی هستند که می‌نوانند ازیک راه در ۷ با شروع 


اکنون می‌توان ملاک زیر را بیان کرد. 
ملاک قابلیت بالآبری." فرض می‌کنيم که (ہ2,×) + (مل ,۲) : ۸ یک نگاشت پوشش 
باشد. 2 یک فضای همبند - راه و همبند - راه موضعی» و( ,×) + (2 ر2) : f‏ نگاشتی پیوسته 


1. locally path-connected 2. liftability criterion 


گروه بنیادی و رفتار بالابری ۱۸۳ 


باشد. دراین‌صورت. یک بالابری ( ہل ,1) ج (م2,2)  :‏ برای ا وجود دارد ( که یکتا نیز هست).اگر 
وتنهااگر +:گروه بنیادی ( ہ2 ,۲۱)72 را به زیرگروه مشخصةاین پوشش یعنی (,: ٩۱),‏ ° (,۷ ,)6 


ببرد: 


rı(Y, Jo) 


ا 


F(Z, (و2‎ - 62), Jo) > R(X, xo). 


و قبل از ذکر برهان ملاک. خاطر نشان می‌سازیم که در اینجا با مثال ساده‌ای از آنچه قبلا 
در فصل ۵ بخش ۷ «دومین دلیل مهم برای فاده مفهوم مانسته‌حایی» نامنده بودیم (سه ص )٩۷‏ 
مواجهیم: این مسالا هندسی, حل شدنی است اگرو تنها اگر مسألة جبری نظیر آن که از اعمال تابع‌گون 
بنیادی 7۱ دراین مورد حاصل می‌شود. حل شدنی باشد. یک بالابری 14 برای 1 فو خود اشت اکر 
وتنها اگر ,/ به‌یک همریختی گروهی ‏ بالابردنی باشد: 


(¥, yo) 7۲۱۰ Jo) 
7 ۰ 30 3 
(Z, 20( تفت‎ AE (X, xo) Tı(Z, 20( ET rı(X, xo) 


ترهان: رون ات ابو فرط ن ات و ار هدب راهی ۶ وکا ال ای اها 
عا کیک ر ورواو عا کک که زا ورن کک ی کی 9 ع ها 
که در بخش ۴ شرح دادیم» (م) ۶ را چنین تعریف می‌کنیم: یک راه 0 از ,2 به 2 می‌گیریم» سپس 
۰ ر بالا می‌بريم تا به هی به ایتدای ولا برسیم. سپس  )2(‏ را به‌عنوان انتهای اين راه در ٩‏ 
انتخاب می‌کنيم. این نقطة انتهایی» مستقل از انتخاب » است. زیرا اگر 8 راه دیگری از م2 به 2 باشد, 
طوقة 7( 6( ۰ ) معزف یک عضو (, ,/2)1) خواهد بود و درنتیجه می‌تواند بهیک طوقه 
در ۲ بالا برده شود. لذاء بالابریهای » ه ‏ و 8 ۰ f‏ به نقطة مشترکی ختم می‌شوند, که دقیقاً همان 
نقطة خوشتعریف  )2(‏ است. پس, بدیهی است که = ا ه ,و تنها نکته‌ای که برای اثبات باقی 


می ماند. پیوسته بودن ] است. دراینجاء پاي همبند - راهي موضعي 2 به‌میان م ی آید: 


۱/۸ 


/ 
2 


فرض‌کنيم 2 > 2 و یک همسایگی باز(: )2‏ در ۲ باشد. پی‌آنکه ازکلیت کاسته شوده می‌توان 17 
را آن‌قدرکوچک فرض کرد که 7۱۲ یک همسانریختی به‌روی مجموعة باز( ٩)۷‏ =: [] باشد. حال, 
یک همسایگی همبند را وکوچک 17 برای ,2 چنان انتخاب می‌کنيم که 7 > (117). بای آنکه 
و2 را به نقاط ۷ > س وصل کنیم. یک راه :۵ از م2 به 2۱ را درنظر می‌گیریم و سپس با «تکه راههای» 
کوچکی که کاملاً در ۷ قرار دارند. «2 را به 0 وصل می‌کنيم, و این راهها را به » می‌افزاييم. اکنون؛ 
واضح است که | ۰ ۱-(/۳۱1) = 1۷| وبهویژه ۷ > (1) .همان چیزی که می خواستیم 


ثابت کنیم. 01 


و رده‌بندی فضاهای پوششی 

قضیة یکتایی. فرض کنيم ۲ و "1 فضاهای همبند - راه و همبند - راه موضعی باشند. و( ,۲) 
و (/,"۲) فضاهای پوششی پاپه نقطه‌دار برای (:2 ,216). یک یکریختی حافظ پایه نقطه بین این 
فضاهای پوششی وجود دارد اگر و تنها اگر زیرگروه مشخصه آنهایکی باشد. یعنی 


G(Y, Yo) ج‎ G(Y', Y6) C m(K, Fo) 
برهان. لزوم شرط واضح است: اگر( 1 ,'۲) = (ہ و ,۲) : ب چنین یکریختی باشد. آنگاه‎ 


6), Yo) = ۲:7۱) Yo) = (T' o ب(ص‎ ۱): Yo) = 7:)۰7۲۱)۱ o)) 
< 77۱/۲ I, GE 9) 


پرعکس, اگر این شرط برقرار باشد. آنگاه بناپر ملاک قابلیت بالابری» می توان تصوير هر یک از پوششها 


رده‌بندی فضاهای پوششی ۱۸۵ 


را به روی تصویر دیگری بالا برد: 


(Y, yo) a2227? (YT Jo) 
(X, xo) 


و دراین‌صورت. ترکیب این بالابریها, همان بالابریهای 7 و 7 به خود آنها خواهد بود و درنتیجه» بنابر 
یکتایی بالابر یهاء به‌ترنیب منطبق برنگاشتهای همانی ۲ و۲ خواهند شد. همان چیزی که می خواستیم 


ثابت کنیم. [] 


قضية وجود؟ در قضية یکتایی, فرض کرده بودیم که فضاهای پوششی, و درنتیجه فضای پاية ل 
همبند - راه و همبند - راو موضعی هستند. لذا از حالا به بعد مسألة وجود را به‌شکل زیر مطرح می‌کنیم: 
فرض می‌کنيم (ہ2 ,×) یک فضای همبند - راه و همبند - راه موضعی باشد و (,2 ,7۱62 € € 
یک زیرگروه دلخواه ازگروه بنیادی آن. مسأله این‌است: آیا یک فضای پوششی همبند - راه (مل ,۲) 
برای (ہ2 ,26) وجود دارد که در شرط € = (ہل ٩)۲,‏ صدق کند؟ (ویزگی همبند - راهی موضعی 
به هرصورت. از ٭ به 1 منتقل می‌شود). حکم فوق با جنین کلیتی صادق نیست. به‌جه دلیل؟ آیا 
فرضهای دیگری دربارة فضای 26 يا دربارة 6 باید افزود؟ و چه فرضهایی باید باشند؟ 


به‌جای آنکه مستقیماً خود قضیه را بیان کنم» باز ترجیح می‌دهم روش استقرایی را درارائة آن پیش 
گیرم. این روش بسیا رآموزنده» ولی متأسفانه بیش ازحد وقتگیراست و نمی‌شود هميشه آن را بهکار برد. 
دراین روش, یعنی شبیه‌سازی موقعیت. که مشخصة زندگی یک ریاضیدان است. نهتنها به فکر اثبات 
یک قضیه باید بود» بلکه در وهلةً نخست باید خود قضیه را پیدا کرد. 

نخستین مراحل یک قضیه. معمولاً ازیک رشته خواستهایی ترکیب می‌شوند که پس از آشنایی 
کافی باموضوع. به‌طور طبیعی ظاهر می‌شوند. هنگام تلاش در اثبات احکام مطلوب» مشکلاتی را که 
ظاهر می‌شوند تجزیه و تحلیل و سعی می‌کنيم آنها راء بااستفاده از فرضهای جدیدی که می‌کوشیم تا 
آنجا که ممکن است جزئی باشند. از میان برداریم» سپس قضایا پدید می‌آیند.درمورد مسألة ماه مثا 
می‌خواهیم همواره یک فضای پوششی موجود باشد که زیرگروه مشخصه‌اش زیرگروه مفروض 7) باشد. 


بال نی یکت آنرا تابث کت 


۱۸۶ فضاهای پوششی 


برهان قضیة وجودییی که هنوز پیدا نکرده‌ايم. نخست باید ۲ را به‌عنوان یک مجموعه پدید 
آوریم. اگر قبلایک نگاشت پوششی (,2 ,26) + (ہل ,۲)» آن‌طورکه می خواستیم» می‌داشتيم, نقاط 
متعلق به ,۷ را جگونه می‌توانستیم به کمک اشیائی که برحسب (, ,6) و قابل بیان ودند مشخص 
کنیم؟ معلوم است. که بهازای هر راه ۷» از وھ به یک نقطة کاملامشخص از تار م۲ بالای 2 بعنی نقطة 
انتهایی بالابري که از ,ل شروع می‌شود. نظیر خواهد شد. همة نقاط .۲ ازاین طریق به‌دست می‌آیند. 
و دو راه ٩‏ و 8 نقطۂ مشترکی را در .۲ معن می‌کنند اگر و تنها اگر ۰07 یک عضو € را مشخص 
کند. حال اگر باز ۷ وحود نداشته باشد برای پدید آوردن آن جه روشی بايد اتخاذ کرد؟ جنان که درذیل 


تعریف. فرض کنیم که (:2 ,مت ,)2 مجموعة همة راهها از مه به 2 باشد. دراین محموعه» یک 
رابطة هم‌ارزی بانماد سم را چنین تعریف می‌کنیم: 


«r~ 6 ه:‎ ۵0 [| 0 


سپس مجموعه‌های ¥4 و ۲ را به‌صورت: 
Ya = O0(X, Zo, 7)/ 9‏ 
۱ ل ی ۱ 


4 
تعر یف» و به‌علاوه فرض می‌کنيم ولا ردة هم‌ارزی راه ثابتی در (,2 ,ہ2 ,)2 باشد و کر + ¥ : 7 
با ضابطة [2) +¬ ,1 معین شود. پس, به‌هرحال, 7 یک نگاشت پوشا بین مجموعه‌هاست و داریم 


.T(Yo) = To 


بنابراین» «تنها» کاری که اکنون باید انجام دهیم این‌است که ۲ را به‌یک توپولوژی مجهزکنيم که از 
آن یک فضای همبند - راه بسازد و ( م2 ,×) + (ہمل ,۲) را به‌یک نگاشت پوششی بدل نماید که در 
شرط € = (مل ,)€ صدق کند. 

وقتی به شرایط هندسی آنچه که ساختیم فکر می‌کنیم بی‌درنگ می‌بینیم که علاوه‌بر مجموعة ۷ و 
نگاشت (ہ± ,×) + (ولا ,۷) : ۲ ابزار دیگری نیز قبلا دراختیار داشته‌ايم وآن بالابری راه است. 
برای (2 بو ,)62 > به» رده‌های همارزی به ر بانماد ..[] نمایش می‌دهيم تا باردة مانسته‌جایی 
[»] اشتباه نشود. برای [۱ ,0] € # فرض می‌کنیم ((۵)4 ,ہ2 ,6062۴ € به بیانگر «راه جزیی» باشد 
که با ضابطةً (۵)05 +۲ و تعریف می‌شود. 


رده‌بندی فضاهای پوششی ‏ ۱۸۷ 
. )1( 
«راه کامل» » از م2 تاه 
«راہ جزتی» × + [۱ ,0] : ببه 
(ئt)‏ بسا و 

احساس زیربنایی ساختمان فوق, طبیعتاً ناظر بر یک توپولوژی است که بالابری ٩‏ برای آن؛ ب‌کک 
ضابطة .[یه] =: (2/)0؛ قبلا داده شده است. اگر آنرا دنبال کنیم» لاجرم خواهیم دید که بايد کدام 
توپولوژی را روی ۲ تعریف نماییم. بدین‌منظور, نمادگذاری زیر را وارد می‌کنيم: به‌ازای یک راه » از :2 
به ‏ ویک همسایگی باز همبند - راه لآ برای » مجموعة رده‌های هم‌ارزی ..[0/7] از راههای حاصل 
از ترکیب » با راههای 8ی واقع در 7 رکه از شروع می‌شوند. با ٤‏ (» ,۷)0 نشان می‌دهیم: 


به‌علت همبند - راهی موضعی > این ها یک پاي همسایگی برای :د تشکیل می‌دهند و درنتیجه» 
بدیهی است که (» ,1/)17ها یک پاب همسایگی نقطة ۷ € ل برای توپولوژیبی که می خواهیم انتخاب 
کنیم تشکیل می‌دهند. اماء پیش ا زآنکه این مطلب را دریک تعر یف رسمی بگنجانیم» ملاحظه می‌کنیم 
که (0 ,)۲ فقط به [ہ] = لو و لا بستگی دارد ونه به انتخاب راو نمایندة ۵ درردة 0]: 


از ه سح 4 نتیجه می‌شود که € € [ ۵۵7] = [ 87 ۳ 00ع] = [(00()607)] ,و درنتیجه 
ہ[۸6] = [00]. به‌استناد این نابستگی به 0 می‌توانیم به‌جای نماد (0 ,7) ۲7 از نماد (07:10) ۲7 
استفاده کنیم. که ازاين پس. این کار را خواهیم کرد. توجه داشته باشید که ل = ((1,۷) 7)۲۷. 


تعر یف. زیرمحموعة + ) 7 باز نامیده می‌شود هرگاه برای هر ۷ € یک همسایگی 
همبند - راه 0 از نقطة (7)1 بتوان یافت به‌قسمی که ¥ € (۷0 ,7) ۲۷. 


لذا کاری که حالا ما باید انجام دهیم بررسی و درصورت لزوم» بااستفاده از فرضهای اضافی تا حزٍ 


۸ فضاهای پوششی 


(ب) احتماعهای دلخواه محموعه‌های بان محموعه‌های بازند؛ 


(پ) اشتراکهای E‏ وهای بان شم رها 
8 ها گىسسىتە‌اند؛ 


(ج) × + ۲ : 7 موضعاً بیمایه است؛ 

(ج) ۲ همبند راه است؛ 

G(Y, yo) = 6 (<) 

شرایط (الف) تا (ت) بالبداهه برقرارند: درواقع. این یک توپولوژی و 7 پیوسته است. ضمناً مایلم در 
اینجا خاطر نشان سازم که در فهرست بالا هیچ چیز را «فروگذار نکرده‌ایم»: چنانچه یک فضای پوششی 
(ل ,۲۲) با ویژگیهای مطلوب درابتدا وجود داشته باشد, ساختمان ارائه شدة ما نیز اجباراً ویژگیهای 
(ث) تا (ح) را خواهد داشت» زیرا به آسانی می‌توان یک همسانر یختی بین (۲۰۷۰) و( ,"۲) بالای 
( 2 ,26) برقرارکرد. 

(ث) گسستگی تارها. گسستگی تارها هم‌ارزبااین واقعیت است که برای هر ۲ € یک همسایگی 
باز همبند - راه 0 برای ت وجود دارد به قسمی که 7 تنها نقطة (ل ,17) 1۰۲۱۲ است. ببینیم این یکتایی 
به چه مفهومی است؟ چنانجه ر.[ه] = ل سایر نقاط (و ,۷)0 ۲۱ ۷۰ دقیقاً به شکل ۔ [8/»]هایی 
خواهند بود که درآنها ۵ یک طوقه در ا برپاية 4 است. پس‌باید آیی پیداکنیم که برای هم طوقه‌های 
ی این شکل, داشته باشیم -[0/0] = بء[۵]. 


y = [48] 


رده‌بندی فضاهای پوششی ۱۸۹ 


و در اینجا کشتی ما به گل می‌نشیند و دیگر قادر به پیشروی نیستیم. زیرا بدون افزودن فرضهایی 
دربارة 2 دلیلی ندارد که ردة مانسته‌جایی [ -(0:/0)»] به گروه 2 تعلق داشته باشد. مثلا اگر به 
حالت مت < , ثابت ‏ ت و  )1[‏ 6۲ فکر کنیم قاعدتاً در اين حالت باید همه چیز درست 
از آب درآید: در این مورد شرط ما مستقیماً به معنای آن‌است که طوق 8 در × مانسته‌جا با صفرا 
است. اما لزومی ندارد که یک همسایگی 7] موجود باشد به‌گونه‌ای که هم طوقه‌های واقع در 7 
برپایة نه » در فضای پهناور × مانسته‌جا با صفر باشند: 


X ۳ ۶ 


و غیره x‏ 


برای آنکه بتوانیم مجدداً به حرکت ادامه دهیم. اصلاً فرض می‌کنيم که × وینگی مطلوب را 
غاط خواهد بود. يىس: 


تعریف. یک فضای توپولوژیک × را ساده- همبند نیمه موضعی' گویند اگر هر 26 € 2 
یک همسایگی 0 داشته باشد به‌گونه‌ای که هر راه واقع در لآ و مبتنی بر در فضای ٭ مانسته‌جا 


شترا 


دراین تعریف» شرط را نیمه موضعی خوانده‌ايم زیرا هرچند طوقه‌ها «موضعی» هستند. یعنی 
در 7] قرار دارند. اما مانسته‌جاییهای آنها با راه ثابت» سراسری هستند. بدین معنی که بايد این 
مانسته‌جاییها در × صورت گیرند. بدیهی است که این ویژگی از 7] به زبرهمسایگیهایش نیز 
منتقل می‌شود. «ساده - همبندا موضعی»" به طریق زیر تعریف می‌شود: هر همسایگی شامل یک 
زیرهمسایگی ساده ‏ همبند است. یعنی شامل یک همسایگی ۷ است به قسمی که همة طوقه‌های 
واقع در ۷؛ در آن مانسته‌جا با صفرند. مخروطی که روی مثال فوق ساخته شود 


1. null-homotopic 2. semi-locally simply connected 
3. locally simply connected 


۱۹۰ فضاهای پوششی 


XxX 
ساده - همبند نیمه موضعی است. اما ساده - همبند موضعی نیست. ولی این خارج از موضوع است؛‎ 
ملاحظه. خمینه‌ها (ب‌وضوح) وهمچنین مجتمعهای ضْتَبٍ هميشه ساده - همبند نیمه موضعی‎ 
فرض اضافی. درادامة این بحث راجع به «برهان قضیة وجودیبی که هنوززپیدا نکرده‌ايم». × را‎ 
ساده - همبند نیمه موضعی فرض خواهیم کرد.‎ 
نتیجه می‌شود. واثبات (ث). که می خواستیم» به پایان می رسد.‎ 

(ج) بیمایگی موضعی. فرض می‌کنيم 26 > 7 و ل یک همسایگی باز ساده - همبند نقطة 7 باشد 
به قسمی که هرطوقه در ته درکل فضای × مانسته‌جا با صفر باشد. دراین‌صورت. بی‌درنگ می‌توان 
تحقیق کرد که برای هر( ,17) 7 € ± تساوی (2 ,7) ۷7 = (/ (7) ۷ برقراراست.به‌ازای ۷ > 
( ,07) / ها مجموعه‌های باز دوبه‌دو جدا ازهم‌اند و( :17) ۲۷ ,عرلا = (۲)07 ۳ بنابراین؛ تصویر 
۲ وتناظر (0) + (9 ,17) ۷ که برای :1 € ل خوشتعریف است. تواماً یک نگاشت دوسویی پیوسته 
 : ۲۰)70 ( - € « ۲,‏ بالای 7] را تعریف می‌کنند. که باید باز بودن آنرا بیازماییم (یعنی تحقیق 
کنیم که مجموعه‌های باز را به مجموعه‌های باز تبدیل می‌کند). برای این‌کار کافی است تحقیق کنیم که 
خود تصویں یک نگاشت بازاست که این نیزبسیار ساده است. مجموعه‌های (ل ,17) ۰۲7 برای ۲ € لاو 
مجموعه‌های باز همبند - راه × > 7ا یک پایه برای توپولوژی ‏ تشکیل می‌دهند. لذا فقط باید معلوم 

(ج( همبند - راهي ¥ اگر ہہ [] = 1 آنگاه [Ol‏ بب ] معزف یک راه ازول به // است. که 
درآن (۵,)58 =: (۵,)5. اثبات (ج) نیز تمام است. 

(ح) € = (,لا,2)1). یک طوقۂ » در م2 معرّف عضوی از ( مل ,)€ است. اگر و تنها اگر 
بتواند به‌یک طوقه در مل بالا برده شود. و اما (باتوجه به (ج))» خود این امر ممکن است اگر و تنها اگر 


تبدیلات پوششی و پوشش عام ۱۹۱ 


و = 0 یعنی ]> ..[ه]: و لذا ار وتنهااگر @ > [] = [ہته]۔ اثبات (ح) هم تمام 
می‌شود. همان جیزی که می‌خواستیم. 

بابراین» بافزودن فقط یک فرض اضافی, اه رای آنکه همه چیز فار شود هموار و قضید زیر 
ثابت کرده‌ایم: 


قضية وحود. اکر × همبند - راہ همبند - راه موضعی: و همجنین ساده- همبند نیمه موضعی 
باشد» و اگر CR‏ فضای پوششی همبند - راهه و 
همبند - راه موضعی (Y, o)‏ برای ( 2 (XxX,‏ موحود خواهد بود که در شرط € > G(Y, Yo)‏ صدق 
اه 


نکته. از لم تکراهی به‌وضوح تتبحه می‌شود که فضای ۲ در قضية خوق: ساده - همیند نیمه 


ملاک قابلیت بالابری و قضیه‌های وجود و یکتایی» مهمترین جزء نظرية فضاهای پوششی را تشکیل 


تعر یف(تبدیل پوششی). منظورازیک تبدیل ی »یا تبدیل غر » برای یک نگاشت 
پوششی 2 + ۲ : 7, یک خودریختی ازاین پوشش است. یعنی یک همسانریختی ۲ 2 ۲ : م 


بالای 2۲: 


۲ مگ ۲ 


X 


واضح است که تبدیلات پوششی تشکیل یک گروه می‌دهند که ما آن‌را با 9 نمایش می‌دهیم. 


1. covering transformation 2. deck transformation 


۱۹ نضاهای پوششی 


به‌عنوان یک نتیجة بلافصل قضية یکتایی» داریم: 


تبصره. فرض کنیم ۲ یک فضای پوششی همبند - راه و همبند - راه موضعی برای فضای × 
باشد و ۲ € بل ,مل نقاطی بالای ہت باشند. برای آنکه یک تبدیل پوششی ۲ + ۷ : م با شرط 
ال = (ملا)م ( که البته ب یکتاست) وجود داشته باشد. لازم وکافی است که (۷۱۷0) و( ,۲) 
دارای یک زبرگروه مشخصه در( ,7۱)26 باشند. 

بالاأخص, گرو تبدیلات پوششی آزادانه روی ۷ عمل می‌کند: یعنی فقط عضو همانی اين گرو 
نقاط ثابت دارد. 

اما معنی شرط (7),۷۰۱) = (ہل ,2)۲ جیست؟ برای پررسی این موضوع. نگاهی به ارتباط 
بین (۰ ,۳)۲ و ( ۱ل :)6 در حالت کلی» برای دو نقطه مل و ل بالای مت می‌اندازيم. فرض کنیم 
7 راهی در ۲ ازمل به را باشد, وه 7 <: » تصویرآن: 


دراین‌صورت. یک نمودار تعویضیذیر از یکر یختبهای گروهی داریم 


[(۰۰۰ ۲] 
(رنز ,)7 ات Yo)‏ ,)7 


G 1 1 یت‎ G Y J. 
(¥, ¥o) 7و‎ - ۱۰۰.۳7 (YY) 


و لذا [ه](,۱6)۲,۷ [ه] = (۲,۷۰)€ که نتیجتاً معنای آن این است که تساوی 
C(۲, ۷۱(‏ = (ہل ,)6 برقرار است اگر و تنها اکر [0] در رمالساز! زیرگروه G(Y, Yo)‏ درگروه 
مت ,)7۰ واقع باشد 

یادآوری( از جبر ). اگر 8 زیرگروهی ازیک گروه 4 باشد, مجموعة 


Np := {a € ۸۱۳0 ۲ = B} 


1. normalizer 


تبدیلات پوششی و پوشش عام ۱۹۲ 


قضیه در بارة گروه تبدیلات پوششی. فرض کنیم (ہت ,×) + (ہل ,۲) پوششی برای یک 
فضای همبند - راه و همبند - راه موضعی باشد. و (مل ,6)۲ =: 67 زبرگروه مشخصه آن, یعنی نگاره 
همریختی یک به‌یک (ہ2 ,7۱626 + (ولا ,)7۱ باشد که براثر تصویر القا شده است. دراین صورت. 
به‌ازای هر م7۷ € [ه] از عضو نرمالساز در( ہت ,7۱)2 دقیقاً یک تبدیل پوششی م وجود دارد 
که مل را به منتهای (2:)۱. در بالابری » با شروع از 1 می‌نگارد. به علاوه بهاین طریق, یک نگاشت 
9 ¬ م۷ به‌دست می آوریم که درواقع معرتف یک یکریختی گروهی 9 خ 2۷/67 است. 


اثبات قضیه را به‌عنوان تمرینی مطبوع توصیه می‌کنم, تا بدین‌وسیله بتوانید با مفاهیم متعدد جدیدی 
که دراین فصل آوردیم. بهت رآشنا شوید. فراموش نکنید که در فهرست احکام منفردی که باید ثابت شوند, 
دستور (م) 0 زمم = (مم]۵ را بگنجانید. (دستور به همین شکلی که نوشته شده صحیح است. و نه 
در جهت عکس: بااینکه در 8» نخست راه ۵ و سپس راه 8 E‏ در ]2 ٩‏ [ء]م نخست 
تبدیل ری وو اعمال می‌شود) 


فرع و تعریف(پوششهای نرمال). دریک پوشش همبند - راه و همیند- راه موضعی زج کل 
گروه تبدیلات پوششی به‌صورت ترایا ! روی تارها عمل می‌کند (یعنی, به‌ازای هر دو نقطة یک تارب یک 
تبدیل پوششی هست که یکی از دو نقطه را به دیگری می‌برد؛ و یاه به بیان دیگر, تارهاء مدارهای عمل 
2 بر ۷ هستند) اگر و تنها اگر برای یک نقطة ۷ € ولا (و درنتیجه برای هر نقطة ۷ > مل)؛ گروه 
(,/۷ )2 درگروه (,:2 ,)۲۱ نرمال باشد. این‌گونه پوششها را پوششهای نرمال" می‌نامند. 


فرع. برای پوششهای نرمال (,:26,2) + (ولا ۰)7 ویزگیهای زیر برفرارند: 

9 = 1), )مه‎ Yo) (i) 

(11) تعداد برگهای پوشش. بامرتبة ۳ 7 برابر است (زیرا تارها مدارهای عمل آزاد 2 هستند) و 
لذا با مرتبه 7۱/2 که در نظر ية گروهها: «شاخص» ۲ (مل9 ۳)۷ در (ہ2 ,)7۱ نامیده می شود نیز 


برایر است. 


1. transitively 2. normal coverings 3. imdex 


۱۹ فضاهای پوششی 


1 
7 | تصویر متعارف 


برهان .(iii)‏ بوک این تخاشیت؛ نتیجه‌ای است از فصل ۰۳ بخش رک . باز بودن آن نین 
نتيجة این واقعیت است که نگاشت × +¬ ۲ : 7 یک همسانریختی موضعی و لذا بازاست. 
۷ 
همةاین احکام درحالت خاص (1] =( ۰) 7 برقرارند,که هم اکنون به بررسی آن می‌پردازیم. 
ازآنجا که ( ہو ,)6 = (,۷ ,)۱ این حالت اتفاق می‌افتد اگر و تنها اگرگروه بنیادی ۷ بیمایه 
باشد. یادآوری می‌کنیم که چنین فضاهایی را ساده - همبند می‌نامند: 


تعر یف (ساده - همبند). یک فضای همبند راه ‏ را ساده - همبند نامند هرگاه برای یک (و لذا 
برای هر) €eY¥‏ م۷ گروه بنیادی (,۷ )7 پیمایه باشد. 


پس, معنی این شرط این‌است که هرطوقه در ۲ مانسته‌جا با صفراست. روشن است که فضاهای 
al‏ ماک هتفه ابا بای وک مات هی ایس با کال ی 
یی کشت که نواعت کا آشکا زاس سل سفن امه ا ای کا ست کک رة 
دلخواه » را در نقطة و ارکر "5 درنظر بگیریم و باانتخاب یک نقطة 9۳ € م خارج از نگارة » این 
واقعیت را به‌کارگیريم که (4) یک درون‌بر دگردیسی قوی" برای ٩*۱2‏ است؟ 


5" 


1. simply connected 2. contractible 3. strong deformation retract 


تبدیلات پوششی و پوشش عام ۱۹۵ 


جرا جرا؛ اما احتمالا باید تاکنون مطالبی دربارة «خمهای فضا پرکن»۲ شنیده باشید (مقالة ج. پثانو 
«دربارةٌ خمی که تمامی سطح یک صفحه را پر می‌کند» "), و به همین اعتبار, می‌توان طوقه‌های 
کرو رکش یافت کرای آنها ان ا وی اا محر اف باشن 

ولی؛ ارائة یک برهان مستقیم» حقیقتاً مشکل نیست: کافی است بازة [۱ ,0] را در نقاط 
۱ = ا > ۰۰۰ > ,ا = 0 به فواصل بسیار ریز چنان تقسیم کنیم که » در هیچ‌یک از بازه‌های 
فرعی این تقسیم جزتی «کره پرکن»" نباشد. به‌موجب پیوستگی, این کار همیشه ممکن است. 
بسن یدیفس 9 شاب کته کک ماش ان وا رم انت بان کن 
را در 4 منتهای بازه‌های فرعی, تثبیت کند. و به‌علاو » را به طوقه‌ای که هریک از بازه‌های 
فرعی را به‌یک دایرة عظیمه می‌نگارد. ببرد. حال» این خم دیگر کره پرکن نیست» و استدلالی که 
قبلا درنظر داشتیم معتبر خواهد بود. 

اگر ۲ یک فضای پوششی همبند - راه و همبند-راه موضعی برای فضای × باشد و × 
ساده - همبند باشد. آنگاه × + ۲ باید چندگانگی (تکرّر)" از مرتبة یک داشته باشد, و درنتیجه باید 
یک همسانر یختی باشد. این ملاحظه غالبا بسیار مفید و بیانگر این است که یک فضای ساده - همبند 
نمی‌تواند پوششهای جالبی داشته باشد که نتيجة بلافصل قضة يکتايی است. اما حالا می خواهيم 
پوششهایی را درنظر بگیریم که در آنها نضای پوششی 7 و نه فضای پایة 2۷ ساده - همبند باشد. 


تعر یف (پوشش عام). یک فضای پوششی همبند - راه و همبند -راه موضعی × ک ۲ را 
یک پوشش عام" خوانیم هرگاه ۲ ساده - همبند باشد. 

نتیحة رده‌بندی فضاهای پوششی. اگر × همبند - راه همبند - راه موضعی و ساده - همبند 
نیمه موضعی باشد. و × > وت آنگاه دقیقاً یک پوشش عام (م )6,۵‏ (م2 ,) با تفریب 
یکریختی وجود دارد. و این یکریختی به طریق یکتا معین می‌شود. 

به این اعتباره می‌توان از پوشش عام 2 برای 2۶ صحبت کرد. 

ببینیم چه چیزی درمورد پوشش عام, «عام» است؟ تام مقذماتی دراین زمینه ضروری 
است. کوت × یک فضای همبند - راه همبند - راه موضعی و ساده - همبندنیمه موضعی باشد 
و فرض کنیم دو فضای پوششی به‌شکل زیر داده باشند 


1. space-filling curves 

2. Peano, G. “Sur une courbe qui remplit toute une aire plane”, Math. An- 
nalen 36 (1890), 157-160. 

3. sphere-filling 4. multiplicity 5. a universal cover 6. the universal cover 


۱۹۶ نضاهای پوششی 


(Z, zo) 


vo 


)۷, yo) 
(X, xo) 
که زیرگروههای مشخصة یکی (77 برای ص و 6 برای 7) در دیگری قرار داشته باشد:‎ 
دراین‌صورت. بنابر ملاک قابلیّت بالابری» 9 را می‌توان «به 7 بالا برد»»‎ . 1 > € C 7۱), 20( 
هست که نمودار زیر را تعویضپذیر می‌سازد:‎  : )2, یعنی دقيقاً نگاشت پیوستة (مل ,) +¬ (ہ2‎ 
(Z, (و2‎ 


5 (Y, yo) 


(X, xo) 


این 7 همواره یک نکاشت پوششی خواهد بود. برای آنکه ببینیم جرا چنین است. نمودار زیر را درنظر 


ور سح (مء ,2) 
کک 
P (Ys Jo)‏ 
م7 
(X, xo)‏ 
که درآن 7 نگاشت پوششییی اس ت که زیرگروه مشخصه‌اش ' 17 نگارة وارون ۳ در( مل ,7۱67 است: 
¥o)‏ ,)ری H'‏ 


ا ۳ 


H cc G c 7۵, xo) 


تبدیلات پوششی و پوشش عام ۱۹۷ 
وبه‌علاوه ۸ در نمودار فوق, بالابری ۶ به 77 و و بالابری 7 ۰ ۲ به « است. نشان خواهیم داد که 
یک یکریختی از فضاهای بالای (م ,1) است (و درنتیجه, ] یک نگاشت پوششی است» زیر که 7 
پوششی است): داریم 2۳ ا راکنون اثبات می‌کنيم که 8 وارون 8 است: درهرحال داریم 
( ,1)2 = 997 زیرااین نگاشت بالابري به خوداست:م = .pogoh = ۲07۳۵ = 70 f‏ 
برای آنکه تساوی ,1007 = و ۸٥‏ را نیزثابت کنیم» ان می‌دهیم که و 0 ۸ یک بالابری ۲ به‌خود 
7۲ است. برای این کار ثابت می‌کنيم که و 0 ۵ ۲ برابر "7 است» یعنی 77 > وه ] < 0۳0۰9 7۲. 
اما این‌هم ازاین واقعیت نتیجه می‌شود که هر دو نگاشت» بالابریهایی برای ۳ 0 ۲ به 7 هستند: نگاشت 
7 درهرحال چنین است» و نگاشت و ه 7 نیز چنین است زیا ۵7 ۲ = و ٥ص‏ = و ه f‏ ۰ 7. 
همان جیزی که می‌خواستیم اثبات کنیم. [] 

خلاصه‌کنيم: اگر در دو فضای پوششی برای (,2 ,)» زیرگروه مشخصة یکی دردیگری قرارداشته 
باشد» فضای پوششییی که زیرگروه مشخصة کوچکتری دارد. به طور متعارف فضای دیگر را می‌پوشاند. 


واین‌هم به‌گونه‌ای است که سه نگاشت پوششی حاصل, یک نمودار تعویضپذیر پدید می‌آورند. 
(20 2۰) 


)1, yo) 


(X, xo) 


این همان تأقل مقدماتی ما بود اا کون و رو ت ا و ش عام (# E A,‏ 


}1{ اسہت» گزارة زير تتبحه می‌شود: 


گزاره. پوشش عام E A ROR)‏ دیگر (مل ,۷) برای (ہ2 رش) را 


به طور متعارف می پوشاند. و اين پوشاندن به‌گونه‌ای است که 
(X. #0)‏ 
o)‏ .۲( 


(X, xo) 


۱۹۸ نضاهای پوششی 


تعویضپذیر است. 


همین مطلب به خودی خود دلیل کافی است تا بدانیم که چرا پوشش عام را باید عام نامید اما 
واقعیت دیگری نیز هست که این نکته را بیشتر تقویت می‌کند: پوشش عام» بالاخص نرمال نیز همست 
(واضح است)؛ و اگر ×9 معّف گروه تبدیلات پوششی 6  -+‏ باشده همسانریختی متعارف 
2۶ 21/9 راء از روی خود تصوير به‌دست می‌آوریم. بانتخاب نقاط با رت + وت یک 
یکر یختی متعارف ×9 (ہ ,)۲۱ نیز با همان جزئیاتی که در قضية راجع به‌گروه تبدیلات پوششی 
شرح دادیم خواهیم داشت. حال این دوگروه تبدیلات پوششی, متناظر با موقعیت مذکور درگزارة فوق 
را درنظر می‌گیریم: 


دراین‌صورت. داریم C Dx‏ 9 و در مفایسه با بر 9 بح ( م91 ٨),‏ محموعة Dy‏ حیزی حر 
زگره م 087 (ر0 ,)6 تطواهد برد حال باتوحه بهاینکه رجت کر نیک 
هسانریختی ۷ = ۲/9 را القا می‌کند» با درنظرگرفتن كلية جوانب» قضية زیر را داریم: 


قضيهةّ عمومیّت برای پوشش عام. فرض کنیم × یک فضای همبند - را همبند - راه موضعی 
و ساده- همبند نیمه موضعی باشد و ۸ € 20 و فرض کنیم که (2 ,26) ¬ (مت2 ,) پوشش عام 
باشد و (ہ× ٦),‏ 2۶ 9 گروه تبدیلات پوششی برای × + ٭. چنانچه بر9 > 1 یک زیرگروه 
دلخواه باشد. نگاشت 


(X/T. (Xo) 


(Xx, Xo) 


نکاشت پو ششی یک فضای پوششی همبند - راه خواهد بود. و همۀ فضاهای پوششی همبند - راه برای 


نقش فضاهای پوششی در ریاضیات ۱۹٩‏ 


(ہ2 ,&)ء باتقریب یک یکریختی که به‌طور یکتا معین می شود به همین طریق به‌دست می‌آبند. 
+ 

مایلم این قسمت را به چند تذکر بسیارکوتاه دربارة چگونگی محاسبة گروههای بنیادی, که نهایت 
اهمیت را دارند. ختم کنم. یکی از وسایل محاسبه, خود نظریۀ فضاهای پوششی است: گاهی اوقات 
به‌سادگی می‌توان گروه تبدیلات پوششی برای پوشش عام × را معیّن کرد. مثلاداریم 2 2۶ (ہ2 ٨۱)58",‏ 
زبرا بدیهی است که انتقال به‌وسیلة اعداد صحیح 18 + 8آگروه تبدیلات پوششی پوشش عام 5۱ + 8 
e‏ ج ہہ را تشکیل می‌دهد؛ اما برای ۲ < 0 داریم ,72/۲2 = (ہ2 ٦١)8۴”,‏ زیرا پوشش عام 
۳ + ”8 جندگانگی دو دارد. 

نكتة بدیهی ولی مفید زیر نیز مهم است:گروه بنیادی یک حاصلضرب» به طریق متعارف» برابراست 
با حاصلضرب گروههای بنیادی: 


7۱ > F; (=o, fo)) 22 7۱), Fo) XxX 7) (م‎ 


فضاهای پوششی و حاصاضریها, حالتهای خاص تاربندیهای موضعاًبیمایه هستند, واینها نیز 
حالتهای خاص تاربندیهای سر" هستند, که برای آنها «دنبالة کامل مانسته‌جایی»" شامل اطلاعاتی 
دربارة گروه بنیادی فضای پایه تار وکل فضاست (دراین زمینه رجوع شود مثلا به ص ۶۵ مرجع 
[۱۱]). ضمناً فراموش نکنیم که تابعگون 7۱ به‌طور مسآّم ناوردای مانسته‌جایی" است. 

بالآخره باید به قضية مهم زیفرت - وان کامپن" اشاره کنم, که به‌ما امکان می‌دهد تحت شرایطی 
گروه بنیادی فضایی به‌شکل 8 لا 4 = 16 راء از روی سه گروه و دو همریختی زیر 


7,)۸ N B, xo) 


به‌دست آوریم (مثلاً رجوع کنید به شمارة ۸.۵, فصل سوم؛ مرجع [۷۶]). 


۸. نقش فضاهای پوششی در ریاضیات 
مفهوم فضاهای پوششی از نظرية توابع» به‌ویژه از بررسی توابع «چند قارع خبط تخت کف در 


1. locally trivial fibrations 2. Serre fibrations 3. exact homotopy sequence 
4. homotopy invariant 5. Seifert-van Kampen 6. multi-valued 


7. holomorphic 


۰ فضاهای پوششی 


ادامة تحلیلی ظاهر می‌شوند. نشأت می‌گیرد. این مفهوم را ریمان هنگامی کشف کرد که هنوز وسیل 
کافی» طبق معیارهای امروزی» برای درک درست آن وجود نداشت. 

فرض کنیم € ۲ @ یک حوزه باشد و 7 جوانة " یک تابع تمامریخت. که بتواند در طول راهی 
واقع در € ادامه یابد (متلاتابع 2 در ©٥‏ یا تابع 108 در 7۱0 يا تابع (0 = 2)( = ۱/62 در 
0۲ ,)و هکذا). ادامة تحلیلی دراین حال, معرّف یک «تابع جند مقداری» در € است» واين خود 
اساسا یک تابع (تک مقداری)" تمامریخت دریک فضای پوششی روی 7) است 


۵ واج 


G 
(باتوجه به مطالب گذشته, می‌توان درواقعگفت) که «به طر یق متعارف» از جوانه‌های ادامه یافته بهدست‎ 
می‌آید.‎ 

تصادفا؛ پوششهایی که بدین طریق به‌دست می‌آیند. حقیقتاً پوششهایی به‌معنای مورد نظر ما هستند 
( تریف ض ۱۶۷). بیدا شدن تقاط شاخهیی فقط هنگانی شروخ می‌شود که © باافزودن نقاطی 
ات که در ایی تراظن بان اماف کل ود مان ما م ۵ درم رد 2 
و فضاهای پوششی «حفره»" دار (مانند مثال ص ۱۶۸)» هنگامی مطرح می‌شوند که بتواند به همة 
نقاط €» ولی نه در طول هر راه ادامه پیدا کند. 

بدین‌ترتیب» توابع چند مقداری که در نظرية توابع به آنها برمی‌خوریم (و من نیازی نمی‌بینم که در 
شرح فایده‌ای که توابعی نظیر 2/ برای ریاضیدانان دارند صرف وقت کنم) اکنون می‌توانند در قالب 
فضاهای پوششی به خوبی درک شوند. و از همه مهمتر: در دسترس روشهای معمولی نظرية توابع قرار 
داده شده‌اند. بررسی این‌گونه توابع؛ نه‌تنها انگيزة اصلی برای ابداع فضاهای پوششی بوده بلکه حتی تا 
به امروز یکی از مهمترین کار بردهای آن نیز بوده است» که برخلاف انتظار, هیچ‌یک از روشهای جدیدتر 
هم نتوانسته است دراین زمینه جانشین آن شود. 

اما مطلب به همین جا ختم نمی‌شود. بگذارید نخست به‌اين تدکرکلی بپردازیم که فضاهای پوششی 
غالبا «در طبیعت یافت می‌شوند» یعنی ناخواسته, درحالی‌که مشغول بررسی مسائل کاملا متفاوتی 
۱ جوانه ‏ دھع دوتابع اا و بر را در نقطة مفروض جه ازیک فضای توپولوزیک ۰2 موضعاً هم‌ارز خوانیم هرگاه 
یک همسایگی نقطة 2 چون 7 موجود باشد به‌قسمی که 1:0 = ۰0 دراین‌صورت می‌نویسیم f۲‏ مہ ۱. رده 


هم‌ارزی تابع ‏ برای بسح را «جوانة تابع ‏ در نقطة ۵» گوییم‌سم. 
single-valued 3. hole‏ .2 


نقش فضاهای پوششی در ریاضیات ۲۰۱۲ 


هستیم با آنها مواجه می‌شویم؛ و دراین مواقع. می‌توانیم اطلاعات به ظاه راز غیب رسیده راکه فضاهای 
پوششی فراهم کرده‌انده با خرسندی مورد استفاده قرار دهیم. مثلا فرض کنید که یک گروه متناهی € 
آزادنه روی یک فضای توپولوژیک ‏ عمل کند؛ دراین‌صورت. نگاشت خارج قسمت ۷/0 + ایک 
نگاشت پوششی است. ویاء مثال دیگر, فرض کنید که یا خانوده‌ای از توبع دیفرانسیلپذی باتکینگیهای 
فاقد انشعاب" » سروکار داریم؛ دراین‌صورت. این تکینگیها پوششی برای فضای پایه تشکیل می‌دهند. 
وکا گر وی 

اما فضاهای پوششی را اغلب حساب شده و عمداً به‌عتوان ابزارهایی وارد می‌کنند. فضاهای 
پوششی گرایش به‌این دارند که از خود فضایی که آنها می‌پوشانند «ساده‌تر» باشند (مثال 10۳ + *5 
ا ی توان نمادی ازاين دست پنداشت) یناراین, اصل استفاده از فضاهای پوششی» کل چنین است: 
ابتدا × موضوع مورد علاقة ما برای مطالعه است. اما × بیش ازحد پیچیده و مستقیماً دستیابی به‌آن 
دشواراست. لذا سراغ یک فضای پوششی ۲ روی × می رویم که روشنتربه‌نظرآید. وازنظرية فضاهای 
پوششی استفاده می‌کنيم تا توا نم زرویاطلاعتی‌که از دریم. الاأعاتی از بهدست آوریم تفا 
هر خمينة جهتناپذیر" /1 یک خمينة پوششی جهتپذیر دو-برگی" /1 +- 1 دارد (که «پوشش 
دوگانة جهتبذیر»" آن نامیده می‌شود). واين وسیله‌ای برای بررسی برخی احکام درحالت جهتناپذیری 
است. که اثبات آنهاء دروهلة نخست فقط «به منظور» استفاده در خمینه‌های جهتپذیر صورت می‌گیرد. 

درتعدادی ازکاربردهاء این روند تسهیل, تنها هنگامی همة توان خود را نشان می‌دهد که می خواهیم 
به پوشش عام برسیم. ذيلا به سه مثال مهم ازاین فرایند اشاره می‌کنم. 

(۱) رویه‌های ریمان. رویه‌های ریمان خمینه‌های مختلط همبند یک بعدی هستند, که در 
نظر ية توابع معروف‌اند. به‌عنوان فضاهای توپولوژیک. خمینه‌هایی دو بعدی» و لذا رویه هستند. فرض 
کم نک رون زان ر مه کر وشن غام ن زاین زد وهلا یتک مس یک 
نای ویر نک ات ووو ھا SS‏ یت 
و E a‏ ان فان داد کر ES A‏ بات مت رای 
آن 7 تمامریخت است. بناراین, > ناچاریک روية ریمان ساده - همیند است. و البته درک رویه‌های 
ریمان ساده- همبند خیلی آسانتر از حالت رویه‌های ریمان است. زیرا: بنابر قضية نگاشت ریمان 
بای رویه‌های ریمانی, 2 از نظر دوسوتمامریختی* »یا با صفحة "6 یا باکرة ریمان 62*۱ وی با روص 
يكة € > ] هم‌ارزاست! خوب. حالا ببینیم جگونه ازاین شناخت برای بە‌دست آوردن اطلاعاتی 
اجع به 25 استفاده می‌کنیم؟ ببینید,تبدیلات پوششی 6 +- 6 نگاشتهای دوسو تمامر یخت‌اند ( ان 


1. bifurcation 2. non-orientable 3. tow-fold 
4. orientable double cover 5. biholomorphically 


۳۰۲ فضاهای پوششی 


حکمی است بیمایه و نتیجه‌ای از هیچ قضية خاصی فشک کرو موبلا و 2 آرادانه ودکاملا 
اتوش عمل می‌کند بعنی XxX‏ € 5 دارای یک مسان ل است به قسمی که مجموعه‌های 
(7)م» بهازای 9 > م, دوبه‌دو جدا ازهم‌اند؛ لذا فضای مداری چنین عملی.  /9‏ یک ساختار 
اط خاروکه ار ا رک ےید ایی سا کار ااا ی است که نگاشت ۲/9 بر 
تمامریخت می‌سازد. بناراین» همسانریختی × = 11/9 که توسط نظرية فضاهای پوششی داده 
می شود آشکارا دوسو تمامریخت است. حال, بدون استفاده از جیزی پیجیده‌تر از نظرية فضاهای 
پوششی (که یک نظریة توپولوژیک است!) و قضية نگاشت ریمان» می‌توانیم نتيجة زیر را به‌دست 
ارز ھا شرب ارون دون تنم کت رویه‌های رینان د فا عبارت‌اندازخارج قستهای 9/ > 
که C۳'‏ = × یاC‏ = 6 ویا لا = ,و 9 زیرگروهی ازگروه خودریختیهای دروو ا 
است که آزادنه وکاملاً ناپبوسته عمل می‌کند. 

گروه خودر یختیهای .© و 7] از مدتها پیش مورد مطالعه قرارگرفته» وصریحاً مشخص شده‌اند. 
زیرگروههایی را که آزادنه و کاملاً ناپیوسته عمل می‌کنند. می‌توانیم علی‌الاصول جستجو و 16/9 را 
پورس ی کیا ر ھر د که ان ال در عالت 07 عج. بر به هیچوحه مسالة سادهای تیسته اما دست 
به مرحله‌ای رسیده‌يم که نقطة شروع واقعی برای بررسیهای بعدی است. و برای حل مسالة اولیه‌ای که 
داده‌های آن کلاً در عبارت «فرض کنیم × یک روية ریمان باشد» خلاصه می‌شد. گام بزرگی به جلو 
پرداشته‌ایم. 

(۲) صورتهای فضا. یکی از مسایل کلاسیک هندسة دیفرانسیل, که تاه امروز هم کاملا حل 
نشده است» رده‌بندی صورتهای فضاست. منظور ازیک صورت فضا ٌ »یا یک صورت کلیفرد -کلاین "۰ 
یک خمینة ریمانی همبند ٣‏ بعدی کامل (< )M1, > ۰٠,۰۰‏ با انحنای مقطعی ثابت" > است. 
(-> ص ۶٩‏ مرجع [۲۱]). بدون کاستن ازکلیت, می‌توان فقط حالتهای ۱-,۱,۵+ = > را 
در نظرگرفت. یک فضای پوششی همبند برای یک صورت فضا به طریق متعارف, خود نیز یک 
صورت فضا با همان انحناست. مشابه قضية نگاشت ریمان, دراینجا قضیة کیلینگ ‏ هوپف" را 
داریم که می‌گوید: تنها صورتهای فضای همبند. با تقریب طولپایی, به‌ترتیب عبارت‌اند از: 

کرة ”5 با انحنای ۱+ = + 

فضای اقلیدسی *8 با انحنای ه ‏ ره 

فضای هذلولولی "11 با انحنای ۱- = ۸ 


1. properly discontinuously 2. space forms 3. Clifford-Klein form 
4. with constant-sectional curvature 5. Killing-Hopf theorem 


نقش فضاهای پوششی در ریاضیات ‏ ۲۰۳ 


2 


۲ > ۷ + + » 7 < ۲ + 6 + و 


مثلثهای زنودزیک درکرة "5 در فضای اقلیدسی "18 و در صفحة 
هذلولی ( ۳ با «متریک هدلولی») 


گروههای طولپایی" این سه فضا کاملاً شناخته شده‌اند. و مشابه آنچه که درمورد رویه‌های ریمان 
گفته شد نظریة فضاهای پوششی نشان می دهد که: خارج قسمتهای 5۴ ”8 و "17 بر زیرگروههای 
گروه طولپایی که آزادانه وکاملاً ناپیوسته عمل می‌کنند تنها صورتهای فضا با تقریب طولپایی» هستند 
که وجود دارند. 

(۳) گروههای لی. یک گروه لی" عبارت است ازیک خمينة دیفرانسیلپذیر همه بایک ساختار 
گروهي «دیفرانسیلپذیر» (یعنی نگاشت 6 +¬ 6 × 8 ۵07۱ + (0 ,ه) دیفرانسیلپذیر است). 
گروههای لی» در زمینه‌های مختلف ریاضیات نقش عمده‌ای دارند. وازاين حیت. در فیز یک نظری 
نیز نقش عمده‌ای بازی می‌کنند. گروههای لی (۰2)0 (® :)2 (© GL),‏ ()0 که («) 7 
() 617 منالهای عموماً شناخته شده‌ای هستند. نظر ية فضاهای پوششی نشان می دهد که پوشش 
عام ۶ برای یک گروه همبند لی, خود تیه به طریق متعارف, یک گروه لی است» و 6 به شکل خارج 
یت انس هدرن یک رگن یماسا هیا با واه هر رانا 
رده‌بندی هستند» زیر علی‌الاصول به‌وسیلة «جبر لي»" خود. معین می‌شوند. 

+ 

ی هی ا ن اا ا کک ای ی ی 
مسائل رده‌بندی است: قضیة نگاشت ریمان خود به تنهایی عمیقتر ازکل نظر ية فضاهای پوششی از 
اۋل تا آخر است. اما می‌توان گفت که مفهوم فضای پوششی, مائند بسیاری از مفاهیم پایه‌یی دیگر در 
توپولوژی» جزء مناهیم اجتناب‌ناپذیر در تعدادی از زمینه‌های مهم علمی است» و بر هر ریاضیدانی 


واحب است که از آن آگاه باشد. 


1. isometry groups 2. Lie group 3. Lie algebra 
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وا 0 | 0 | 


۲7 ۰ ۷ 


4 UT 


قبلا در فصل ۱. هنگام بحث از مفاهیم بنیادی» مطمتن شدیم که حاصلضرب دو فضای توپولوژیک 
فشردة ۲ × × فضایی است فشرده وبه استقراء البته نتیجه می شود که حاصلضرب تعدادی متناهی از 
فضاهای فشرده, همواره فشرده است. در فصل ۶ بخش ۲» حاصلضرب تعداد دلخواه زیادی سازه را نیز 


یک قضیة نامعتل؟ ‏ ۲۰۵ 


درنظرگرفتیم» واکنون دوباره به‌این مطلب بازمی‌گردیم. ز یراکه این فصل را به قضية ز یراختصاص داده‌ایم: 


قضیة (تیخونوف" .)۱٩۳۰‏ اگر معد( رک )یک خانواده از فضاهای فشرده باشد. حاصلضرب 
۸ م«][ نیز فشرده است 
* 
هرکس که برای نخستین بار قضیة تیخونوف را بشنود. ناچاراعتراف می‌کند که احساس ما از مفهوم 
فشردگی» بایستی برای حاصلضر بهای نامتناهی» عکس آنرا به ذهن القاکند. ز برا فشردگی» خود یک 
وینگی متناهی بودن است (پوششهای باز متناهی را به یاد آورید)» و لذا جای تعجب نخواهد بود که 
این ویزگی به فضاهای حاصل از اجتماعهای متناهی یا حاصلضربهای متناهی فضاهای فشرده. 
منتقل شود. اما انتظار نداریم که ساختی با تعداد بینهایت مصالح فشرده» باز هم ساختی فشرده باشد. 
ساده‌ترین مثالها نشان می‌دهند که برک ووا فضاهای فشرده ممکن است سرانجام به فضاهای 
نافشرده بینجامد: لا مجتمعهای شب بینهایت حجره‌یی» همواره نافشرده‌اند؛ خمینه‌های نافشرده 
را می‌توان با زیرمجموعه‌های فشرده «تحلیل برد»" . 


۱ 2 


Ki € Kc Ky ۰ 

و یاء بايد به فرایندی کاملا پیش پا افتاده که نوعاً نادر نیست» اشاره کنیم: الحاق یک نقطة تتها" به یک 
فضای فشرده» باز هم یک فضای فشرده می‌دهد؛ اما با ادامة این‌کار بینهایت بار یعنی باگرفتن اجتماع 
جدا از هم فضای فشردة مفروض و یک فضای گسستة نامتناهی» به یک فضای نافشرده 


می (سسمم. 
از همین دیدگاه جنانچه دنبالة «مکعبها»‌ی: 
ی ]0,1[ > *[0,1] > !]0,1[ > °]1 ,0] 


1. Tychonoff 2. exhaust 3. isolated point 


۶ قضية تیخونوف 


ر در نظر بگیریم» به سختی می‌توانیم احساس کنیم که ۱(۳ ,0] باید فشرده باشد. همچنین, وقتی به 
شمولهای 2۰۰۰ 0,۱(۱) > ۲ (0,۱) فکرکنیم» فشردگی *(۱ ,0) موجه به نظر نمی‌رسد: مگر 
نه این‌است که *(۱ ,0) واقعاً یک فضای گسستة نامتناهی ویا جیزی بسیار مشابه‌آن‌است؟ 

«در مقابله» با قضیة تیخونوف» می‌توان این واقعیت را شاهد آورد که گوی يكة یک فضای برداری 

مدا فقط در حالت بعد متناهی» فشرده است: که شاهدی دیگر در دفاع از اين دیدگاه است که 

نامتناهی بودن بعد مانع فشردگی است. 

واماء با زاگر می‌بینید که احساس ما دراین زمینه دجاراشتباه می‌شود. به علت درک شهودی ما از 
فشردگی نیست. بلکه بیشتر از احساس ما نسبت به حاصاضربهاست. ما طبیعتاً درک شهودی خود 
از حاصلضرب راء نخست از حاصلضر بهای دو یا سه سازه‌یی در فضای "® اخذ کرده‌ایم» و لذا برای 
ما آن‌قدرها مشهود نیست که مفهوم «نزدیکی» در توپولوژي حاصاضربی حاصلضربهای تامتناهی» 
خصوصیتی است که فقط در مورد مختصاتی از نوع متناهی برقراراست: زی دریک همسایگی 7 از 
یک نقطة × ری[ € ہت هر قدرهم این همسایگی کوچک باشد. حکمی به شکل ا € س مطلقاً 
چیزی دربارة اکثر (یعنی همه جز تعدادی متناهی) مؤلفه‌های 0, ن‌هاء نمی‌گوید. زیا 0 باید شامل 
جعبه‌ای به شکل (,0) ,۱۰۰۰۲۱7 ( ,۲)0۸ باشد. به همین دلیل» تصوری که ما از مکعب 
0 بعدی داریم. وآن‌را از حالت متناهی بعد به‌دست می‌آوریم. تیار کامار مانشین نت دز دید ماگ 
همواره تمایل داریم «نزدیک» را به معنی «نزدیک از لحاظ فاصله»" تعبی رکنيم, شاید. به اصطلاح» 
مکعب هیلبرت این واقعیت را که: مولفه‌هایی از ( ۰۰۰ ,2:۷ ,)که «بسیار دورند», نسبتاً بی اهمیت‌اند. 
بهتر بتواند نشان دهد. مکعب هیلبرت" » جعبه‌ای است در یک فضای تفکیکپذیر هیلیرت که درازای 
یالهایش درامتداد محور ٥,‏ برابر ۱/۶ است (قطر جعبه, کل رابر است با ۲/۷۶ = ۱7۶ 27/). 
مکعب هیلبرت را می‌توان با در نظرگرفتن جعبه‌های مشابه در ابعاد پایینتر مجسم کرد: 


ا 
.۰ 


سک 


واماء ات تسم شمارایی ازبازه‌های [۱ ,ه] همسانریخت است. (به سهولت 
می‌توان تحقیق کرد که نگاشت 


1. metrically close 2. Hilbert cube 


فایدة آن حیست؟ ۲۰۷ 
(ay 20۲/۲۱۳/۲, (‏ جما ا>n) (Zn‏ 


یک همسانریختی ازاين حاصلضرب به مکعب هیلبرت است). 

اکنون که به صحت قضية تیخونوف پی بردیم. ممکن است. براساس تجارب گذشته‌ای که از نتایج 
وس ی رباشد: «راهی را پیش بگیر یم که همواره 
در اثبات قضایا به کار می رود: فرض کنیم معه(۷) = 8 پوشش بازی برای فضای «2 «,أ[ 
باشد. به‌ازای هر ۷ € #. مجموعة ۷ الزاماً شامل یک جعبة تمام د ,رییر][] ‏ ,لا × ۰۰۰ × ,را 
است. حال, فرض کنیم زیرپوشش متناهی وجود نداشته باشد. لذا ... والی آخر». ولی نه! هر چند 
بسیاری از برهانهای توپولوژی نقطه - مجموعه. خودبه‌خود. به راهنمایی احساس, تنظیم و با عبارات 
اواو هد ای فلا دا دوف شودب اما برغا ن فد کر وف ارآنن فتاه تست 


۲ فايدة آن حیست؟ 
قضیه‌ای که به مقابله با شهود می‌پردازد. وجود خود را با همین ویژگی تنها. توجیه می‌کند. قبول. اما 
یک دیدگاه کلی. و شاید وزینت این‌است که هر نظامی تلاش می‌کند که مفاهیم پاية خود را منقح سازد. 
مفاهیم. دفعتاً پدید نمی‌آیند تا اعلام وجود کنند بلکه این وظيفة ریاضیدان اس ت که از میان چندین مفهوم 
مشابه» مناسبترین را برگزیند. در این راستاء مثلا قضیة تیخونوف دلیلی قطعی برای آن بوده است که 
تعریف مفهوم فشردگی به کمک پوششهای باز راء بر مفهوم فشردگی دنباله‌ای» که به حاصلضر بهای 
نامتناهی منتقل نمی‌شود, ترجیح دهد. 

حال ببینیم که در رابطه با کاربردهایی خارج از خود توپولوژي نقطه - مجموعه. موقعیت چگونه 
است؟ به جرأت می‌توانم بگویم که قضية تیخونوف در توپولوزی جبری و توپولوزی دیفرانسیل, کار برد 
اساسی ندارد. ولی» درآنالیز تابعی در چندین جای مهم نقش عمده دارده و در سطورآتی به سه نمونه از 
این موارد اشاره می‌کنم. هدف من فقط آن خواهد بود که چگونگی دخالت قضية تیخونوف را در اقامة 
هر برهان نشان دهم. ذکر جزئیات این برهانها غیر عملی است. زیرا دراینجا فقط می‌توان زمینة مر بوط 
به‌این براهین را مطرح ساخت. 

(۱) فشردگی ضعیف گوی یکه در فضاهای بازتابی باناخ. فرض کنیم × یک فضای 
نرمدار روی ® = £ با € = کل باشد. برای یک نگاشت خطی پيوستة 16 ¬ × : ۶ («صورت 
خطی»)» نرم را چنین تعریف می‌کنيم |(:2) ۶| ۱> »صدا =: || وبا این نرم, فضای صورتهای 


۸ . تضیة تیخونون 


خطی" » یعنی» 26 به یک فضای نرمدارکه فضای دوگان" × است تبدیل می‌شود. فضای دوگان 
همواره یک فضای باناخ است» حتی وقتی‌که خود فضای × کامل نباشد. 

هرعضو 2 € 7 به‌گونه‌ای متعارف یک صورت خطی را بر فضای صورتهای خطی تعر یف می‌کند. 
که ضابطة آن  )0(‏ د 6 + ۳ : :2 است وبدین‌ترتیب یک نگاشت خطی یک‌به‌یک طولپای 
از × به ”× به‌دست می‌آید. که به کمک آن همواره می‌توان 26 را زیرمجموعه‌ای از 2۲۰2۲۷ 2 6 
درنظرگرفت. فضای × را بازتابی گوییم هرگاه علاوه برآنچه گفته شد تساوی "16  <‏ برقرارباشد. 
فضاهای هیلبرت مثالی از فضاهای بازتابی هستند. 

منظوراز توپولوژی ضعیف" بریک فضای نرمدار ۷ درشتبافت‌ترین توپولوژی روی 7۲ است که 
برای آن نگاشتهای 16 +¬ × : f‏ برای هر "26 ع ‏ پیوسته باشند. یک زير پایة این توپولوژی جنین 


اب 
(7بازاست {f (U)| f € 2,0 C K,‏ 


بنابراین» بر هر فضای نرمدار دو تو پولوژی موجود است: یکی توپولوژی ناشی ازنرم فضاست وقتی‌که واژۀ 
توپولوژی به تنهایی آورده شود ودیگری تویولوژی ضعیف است. بر فضای دوگا ن» ' یک توپولوژی سوم 
نیز منظور می شود که همواره «ضعیفتر» (یعنی درشتبافت‌تر ) است» وآن را توپولوژی ضعیف - ستاره" یا 
توپولوژی ضعیف - * می‌نامند. که درشتبافت‌ترین توپولوژییی است که برای آن‌همة نگاشتهای 
× ¬ '× : ته به‌ازای هر × € 2 پیوسته است. یک دنبالة «دمم(م/) در "26 همگرای ضعیف - ستاره 
است اگروتنها اگرهمگرای نقطه به نقطه باشد یعنی ا گر برای هر × > 2 دنبالة عددی «د,,((2).) 
همگرا باشد. 


فرع قضیة تیخونوف. برای تویولوژی ضعیف - ستاره گوی که در × مجموعه‌ای فشرده است. 


خلاصهٌ برهان. فرض کنیم 10 بازة [۱ ,۱-] (یا قرص (۱ > ||| € 2)) در باشد, و 
{llzll.zlz > D}‏ =: ,(. در این‌صورت. بنابر قضية تیخونوف می‌دانیم که 70 بر ][ در هر 
حال فشرده است. لذا هر زیر فضای بستة این حاصلضرب نیز فشرده است. خواهیم دید که گوی 
بکۂ (۱ > || | € ] =: "7 با توپولوژی ضعیف + با یک جنین زیرفضای بسته‌ای 
همسانریخت است. در واقع نگاشت .1 بر,[] +¬ 7 را با ضابطة × € ,((۲)۵) مب f‏ 
تعریف می‌کنيم. روشن است که این نگاشت یک‌به‌یک است؛ نگاشتهای مختصاتی () f‏ جا , بنا 


بر تعریف تویولوژي ضعیف - ستاره, بیوسته‌اند, لدا کل دکاشت در این تویولوژی پیوسته است. فرض 


۱.توجه شود که طبق تعریف» موّلف «صورت خطی» را به معنی صورت خطی پیوسته به‌کار می‌برد.-م. 
dual space 3. reflexive 4. weak topology 5. weak*-topology‏ .2 


فايدة آن جیسمت؟ ۲۹ 


کنیم 0 نگارة این نگاشت باشد. بدازای نقطة ثایت 6 6 2 و مجموعة باز 16 - تاه مجموعة 
(7 € («)۴| € ).که عضوی از زیر پایه است, به روی (۱)7ج2 ۲۱ برده خواهد شد 
پ کات( با فرصت کا ی همیخ ارات کات موه 7 


در .1۸ برع [[ بسته است؛ اثبات آن. اندکی کار می‌برد. ولی به‌هیج گونه ابزار پیشرفته تری نیاز ندارد. و 


درمورد فضاهای بازتابی, البته توپولوژی ضعیف روی "1 با توپولوژی ضعیف - ستاره یکی است؛ 
ولذاگوی یکه در × وهمچنین در 16 = "11 نیز فشردة ضعیف خواهد بود. اگر × تفکیکپذیر' هم 
اک ساب ووی کی ا ی ایک کرک بر ایا کی ا ب و کی 
متریکپذیر ) خواهد بود (رجوع شود به ص ۷۵ مرجع [۴])؛ پس نه تنها فشرده. بلکه در واقع فشردة 
دنباله‌یی است: هر دنله کراندار در نرہ" یک زیردنبالة همگرای ضعیف" دارد. .. . 

(۲) فشردگی طیف در جبر تعویضپذیر باناخ. منظورازیک جبر تعویضپذیر باناح» یک فضای 
باناح 8 همراه با یک قانون ضرب است که از آن € - جبر تعویضپذیر با یک ۱ می‌سازد و در شرط 


lal! < ۱۱۶۱۱۰۱۵۷۱ 


صدق می‌کند. ساده‌ترین وشاید به اصطلاح «روشنترین» مثال, جبرهای توابع پیوستةکراندار بر فضاهای 
توپولوژیک 26 یعنی جبرهای (26)/)اند. اما مثالهای جالبتر در جبرهای تابعی " زیاد نیستند. بلکه 
در جبرهای عملگری" هستند. درواقع. مطالعة عملکرها (مانند عملگرهای دیفرانسیلی و عملگرهای 
انتگرالی). یکی از هدفهای عمدة آنالیزتابعی است. و اماء چنانچه یک یا چند عملگر دوبه‌دو تعویضپذیر 
دریک فضای باناخ داشته‌باشیم, این عملگرها یک زیر جبر تعویضپذیر 13 در جبر (تعویضناپدیر ) باناخ 
کلیة عملگرهای فضا تشکیل می‌دهند. و نكتة شایان تحسین آنکه یک شناخت دقیقتر از 8 به‌عنوان 
یک جبرباناخ, یعنی با تقریب یکریختی جبرهای باناخ ممکن است اطلاعات مفیدی ا زاين عملگرها 
دربرداشته باشد. البته, با این شيوة بررسی» برخی از خصوصیات فردی عملگرها دیده نمی‌شوند: مثلا 
معلوم نمی‌شود عملگرهای مورد نظر, عملگر مشتقگیری هستند یا نیستند و بر چه چیزی اثر می‌کنند. 
اینها ویگیهایی هستند که نمی‌توانند از نوع یکر یختی جبرهای باناح استنباط شوند. درست همانطو رکه 
استفاده از یک تابعگون توپولوژی جبری, خصوصیات فردی یک مسأل هندسی را از نظر می‌پوشاند. 
اما بسیاری از ویژگیهای این عملگرها در این جبر باناخ, قابل تشخیص باقی می‌مانند. بیش از همه 


1. separable 2. bounded sequence in the norm 3. weakly convergent 


4. function algebras 5. operator algebras 


۰ قضیة تیفونوف 


ویزگیهای جبری از این قبیل که آیا این عملگر یک تصویر (0 = '0) یا یک پوچتوان  0(‏ *). یا 
وارونپذیر است؟ یا «جذر» دارد ('» = 0)؟ اما ازاین مهمتر وجود نرم عملگر در جبر باناخ است و لذا 
می‌توان فرایندهای حدی» از قبیل سریهای توانی عملگرها و غیره را بررسی کرد. 

اما چگونه می‌توانیم این خواست خود راکه «بیتش» ژرف از ساختار جبر باناح است. تحقق بخشیم؟ 
آری, آگاهی به حد اعلی ازاین ساختار را می‌توان از راہ پیدا کردن یک فضای توپولوژیک ۸ ویک 
یکریختی جبرهای باناخ (0)16 = 8 به‌دست آورد! چگونه. و تحت چه شرایطی, می‌توان این کار را 
انجام داد؟ برای پاسح دادن به‌اين سوّال, باید ببینیم که چگونه. و چه وقت. می‌توان یک فضای مفروض 
با از روش شا شا ا او 0ای کد شین سمال همست چ می تران کرد کر 
نقطة × € 2 به‌صورت یک شیء جبری (باناخ) جلوه‌کند؟ نقاط × عملا به دو صورت عرض اندام 
می‌کنند. نخست, هر 7 از طریق (0)[ + f‏ معرف یک همریختی جبر ۳ +¬ (06)) است. که اگر 
× فضای زیاد نامناسبی نباشد, نقطةً 2 می‌تواند با این همریختی مشخص شود. برای این‌کار کافی 
است که اگر و دو نقطة مفروض از ٭ باشند, بتوانیم تابع پیوستة کرانداری ب ر پیداکنيم که مقادیر 
مختلف دراین دونقطه اختیارکند. بنابراین, دریک جبر تعویضپدیر باناخ دلخواه می‌توان همریختیهای 
جبرهای ۳ + 8 را شق دیگری از نقاط × € « تلقی کرد. 

از سوی دیگر هر 26 ع 2 در (26)) معرف یک ایدآل بوجساز 8 است که جنین تعریف 
می‌شود: ٥‏ = (:)26(|۶)) 6 ) =: مه. بدیهی است که این ایدآل یک ایدآل ماکسیمال است؛ 
زیرا اگرایدآلی شامل مه ویک تابع دیگر »f‏ مقید به شرط ٩‏ ()7 باشد این ایدآل باید شامل هر 
تابع دیگ یعنی خود (26)) باشد: 


a, + C.f = C(X), 


شروع مناسب (ولو نامناسب) این‌است که برای یک جبر تعویضپذیر باناخ 13 به اصطلاح طیف" 8 با 


عرزي 
محموعة ایدآلهای ماكسڀمال 8 =: SpecB‏ 
ر در نظر بگیریم وآن را برای مجموعة زیر بنایی فضای توپولوژیک مطلوب نامزد کنیم. 


درواقع هردونحوة شروع, دوبیان مختلف ازیک چیزواحدند: به هرهمر یختی جبرهای 6 +- ,یک 
ایدآل ما کسیمال؛ یعنی هستة آن, نظیر می‌شود. این تناظر بین همر یختبهای جبرها وایدآلهای ما کسیمال, 


1. annihilator 2. spectrum 


فایدهٌ آن جیست؟ ۲۱۱ 


یک تناظر دوسوبی است. زیرا؛ بنابر قضیه‌ای که اثبات آن دشوار نیست (قضيةٌ گلفاند - مازور')» 
به هر ایدآل ماکسیمال ». یک و دقیقاً یک همریختی جبرها ۳ 22 8/0 وابسته می‌شود. 
بنابراین» اعضای ٩000‏ را می‌نوان هم ایدآلهای ماکسیمال تلقی کرد و هم همریختیهای جبر 
ESE BSC‏ که E‏ کل یک ین تا ات ا اف 
(26)) = 8 قاطعانه به ما می‌گوید که چگونه توابعی را باید به اعضای 8 € 9 نظیر کنیم» و آن 
()م ج م ,€ ج ٩066۳8‏ : و[ است. 

همریختیهای جبر 0 «- 8 : م خودبه‌خود صورتهای خطی با نرم ۱ هستند. ولدا 5006 
به شیوه‌های متعارف زیرمجموعه‌ای از کرة یکه در فضای دوگان '8 است. به‌ویژه, توابع و همواره 
کراندارند (به |[0)). 

روی مجموعة 506613 هنوز هیچگونه توپولوزی برنگزیده‌ایم. اما اگر فقط بخواهیم که همة 
ھا پوسته اد نع یک ضا درن رام سکن عمل کیو این همدقا این 
معنی است که توپولوژییی که باید به '8 > 50601 بدهیم» توپولوژی القایی توسط توپولوژی 
ضعیف - ستاره است! در این‌صورت. واقعا یک همریختی جبری متعارف 


C(SpecB), 0 + fo‏ — و : م 


به دست می‌آوریم. آیا این همر یختی» ,کر یختی نیست؟ دراین مورد. باید گفت که نه» هر جبر تعویضپذیر 
باناخ با یک (26)) یکر یخت نیست. اما در ( ٥)۸‏ یک ساختار جبری دیگری نیز موجود است. که 
باید آن را هم در 8 دخالت داد وآن مزدوج‌گیری مختلط ' است به شرح زین منظورازیک «برگشت» ۲ 
8B‏ ¬ 8 : * دریک جبر تعویضپذیر باناخ, یک همریختی N8‏ ۔ جبر است با ویژگیهای زیر: 


0 0۱ = *(۱.() 
برای HERS‏ و **ز] 
برای هر8 > اء "۵۱| = loll‏ 


یک جبر تعویضپذیر باناح همراه با یک برگشت را یک *8 - جبر می‌نامند. برای این‌گونه جبرهاء 


قضية زیر را داریم 


قضیه ( گلفاند- ویمارک" ). اگر (*,) یک *8۔ جبر باشد. (ع0)506 ب 8 : م 
یک یکریختی طولیای *8 - جبرهاست. 


1. Gelfand-Mazur theorem 2. complex conjugation 3. involution 
4. Gelfand-Neumark 


۲ قضية تیخونوف 


لذاء این جواب سوال مطرح شده درابتدای بحت, وبا لااقل جوابی برای آن‌است. اینکه این پرسش ` 
از کجا آمده و پاسخ فعلی به کجا خواهد انجامید. موضوعی است که در آنالیز تابعی به تفصیل مورد 
بحث قرار می‌گیرد وگفتنی دراين زمینه زیاد است. اماء گمان می‌کنم که با اشارات اندکی که در اینجا 
آوردم. منظورم را از اینکه می‌گویم: طیف یک جیر تعویضپذیر باناح یکی از مفاهیم «مهم» آنالیز تابعی 
است, درک می‌کنید. واماء قضية تیخوئوف حکم جالبی دربارة این طیف دارد. همان طورکه قبلا دیدیم. 
3 زبرفضایی ازکرة يكة '8 با توپولوژی ضعیف - ستاره است» که به موجب فضية تبخوئوف یک 
فضای فشرده است. به آسانی می‌توان نشان داد که ٩10013‏ درواقع یک زیرفضای بستة این کره است. 
ولذا نتيجة زیر که با توجه به قضية گلفاند - نویمارک» بخصوص جالب توجه است به‌دست می‌آید: 

نتیجه قضیهة تیخونوف. طیف یک جبر تعوبضپذیر باناح فشرده است. 

۷ 

(۳) توسیع فشردة استون -جح. در فرایند رهگشای بخش قبل, تلاش ما آن بود که 2۴ را از روی 
( 0)۸ بازسازی کنیم. اما همان‌گونه که نتیجة قضیة تیخونوف نشان می‌دهد. (×) 550٥0‏ نمی‌تواند 
همواره مساوی × باشد. زیرا 2 الزاماً فشرده نیست. روابط حاکم بر فضاهای × و (2۴) 5006 
کدام‌اند؟ بدون شرایطی اضافی, نگاشت متعارف ٩0660/)26(‏ +¬ × الزاماً نه یک‌به‌یک است و نه 
پوشاءولی اکر تضادها کیک کات ار جح علب یبا غس حالی استاو آن عریا اناك 
که توپولوژی 2۶ به قدری درشتبافت است که توابع پيوستة کراندار نمی‌توانند همة نقاط 26 را جدا کنند. 
(مثلاً در توبولوژی بیمایه هر تابع پیوسته, ثابت. و لذا ( ٩0000)‏ یک نقطه است). لداء برای آنکه 
این اثر را ردکنیم. یک ویدگی جداسازی را می‌پدیر یم واما آن وینگی جداسازی که دراینجا بهترین تأثیر 
را می‌گذارد. همان است که «کاملاً منظم" » نامیده می‌شود: نقاط باید بسته باشند و به‌علاوه» به‌ازای هر 

مجموعة بستة 4 وهر نقطة ۸ ۴ م باید یک تابع پیوستة [۱ ,ه] د 2 : ۶ موجود باشد به قسمی که 

٥‏ = (0) و۱ = 7|4. این وینگی مثلاً در هر فضای هاوسدورفی که لم اوریسون را بتوان در آن به 
کار برد. پیش می‌آید: اما دراین صورت» قضية زیر برقرار است: اگر × کاملاً منظم باشد. آنگاه نگاشت 
متعارف ( 556٥60)‏ +- کیک نشانیدن" ؛یعنی یک همسانریختی بر روی نگارة این نگاشت 
اسبت: و آنن نگاره: زیر فضایی چگال است. یعتی بستار آن, کل فضای (50660)26 است (رجوع 
شود به ص ۸۷۰ مرجع [۸]). 

به کمک نشانیدن فوق, می‌توان خود ۲ را یک زیر مجموعة چگال در فضای (26) 50600 
که بنا بر قضية تیخونوف, فشرده است. در نظرگرفت: به ویژ» هر فضای کاملاً منظم. زیرفضایی 
ازیک فضای فشرده است» که خود این هم کاملاً شگفت‌آور است. (90060)26 را اصطلاحاً 


1. ومع موم‎ compactification 2. completely regular 3. embedding 


برهان ۳۱۳ 


«توسیع فشردة استون - جحخ» برای یک فضای کاملاً منظم × می‌نامند. و معمولا آنرا با نماد 
×8 نمایش می‌دهند. به یک معنی» می‌توان آن‌را «بزرگترین» توسیع فشرده دانست: این توسیع 
فشردگی, با این ویدگی که هر نگاشت پیوسته از × بتوی یک فضای هاوسدورف فشرده. می‌تواند 
به ×8 توسیع یابد. مشخص می‌شود. ... ادای حق مطلب دربارة توسیع فشردة استون - چح» 
کتابی دیگر (و نیز مؤلفی دیگر ) لازم دارد. اما بدون آن نیز امیدوارم با اشارات کوتاه فوق. حس 
احترام شما را نسبت به قضية تیخونوف, که هم اکنون می‌خواهیم به برهان آن توجه کنیم. برانگیخته 


باشم. 


در همه برهانهای قضية تیخونوف, از «لم ژرن»" استفاده می‌شود. که ما نخست ا زآن صحبت خواهیم 
کرد. سپس, فرصت را غنیمت شمرده مناهیم پالایه" و فرا پالایه" را وارد می‌کنيم که در جاهای دیگر نیز 
مفیدند. پس ا زآنکه به‌این ابزارها مجهز شدیم. حکم زیر را ثابت می‌کنیم که: اگریک فضای ۸ یک زیر 
پایة 6 با این وینگی داشته باشد که» هر پوشش × توسط مجموعه‌های عضو 6 دارای یک زیر پوشش 
متناهی باشد آنگاه × فشرده است. پس, برای آنکه این حکم را برای حاصلضربی از فضاهای فشرده 
حون رک بعر[[ = ۲ به‌کاربریم کافی است ثابت کنیم که زيرياية متعارف استوانه‌های 


}× > رلابازاست ,۸ € ۱۸(«) 7] 


دارای ویژگی فوق است و بدین ترتیب قضية تیخونوف اثبات می‌شود. اول, باید به برقراری این ویژگی 
برای زیرپایه متقاعد شویم: با استفاده از برهان خلف. گیریم % یک پوشش فضای حاصلضرب. 
توسط استوانه‌های باز باشد. فرض می‌کنیم #1 زیرپوشش متناهی ندارد. در این‌صورت. در هر یک 
از سازه‌های رک دست کم یک نقطة ره هست که «صفحهة مختصاتی آن» («2)" ر7 با تعدادی 
متناهی از مجموعه‌های عضو % پوشیده نمی‌شود. و دلیل آن‌هم این‌است: یک صفحة مختصاتی 
که با تعدادی متناهی از استوانه‌های عضو 9 پوشیده شود. اجباراً در یکی از این استوانه‌ها جا خواهد 
گرفت. و گرنه تعدادی متناهی از استوانه‌ها کل فضای حاصلضرب را خواهد پوشانیده و این هم 
برخلاف فرض است. و اماء اگر هر صفحة مختصاتی روی × در یک اسئوانةٌ عضو 91 جا بگیرد. 
از فشردگی ر نتیجه می‌شود که تعدادی متناهی ازاستوانه‌هاء حاصلضرب را می‌پوشانند. و این هم 
برخلاف فرض است. لذاء برای هر ۸» همان‌طو رکه ادعا کردیم» یک :2 با همان شرایط نامبرده, وجود 


دارد. 


1 Zorn’s lemma 2. filter 3. ultrafilter 


وحود ر٤‏ 
اما در این صورت . . . وگرنه جنین اتفاق می‌افتد بايد نین اتفاق افتد 

N POO 
حلص‎ 
i TESTE 
۵۳ و مر نج د و‎ 

بسا 
SR: E‏ 
رل اه له 
7 ۵ 
LESER‏ 
EEE‏ 


"4 


« 
سه 


حال قرار می‌دهیم «ع«(«2] =: . در این‌صورت. 2 باید در یکی از استوانه‌های عضو 9 مثل 
٦)7, (‏ جای گیرد. و اين مستلزم آن است که کل صفحة مختصاتی (.,۱)2 .7 مشمول استوانة 
مورد نظر باشد. و این هم بر خلاف آن‌است که ساختیم. پس» فرض نادرست بوده است. همان جیزی 


۱ لم زرن. چنان‌که می‌دانیده غالبا به دلایلی» اشیاء ریاضی «ماکسیمال» یا «مینیمال» را در نوع 
بخصوصی بررسی می‌کنند. مثلا در بخش گذشنه. ازایدآلهای ماکسیمال دریک جبر تعویضپذ یر باناخ 
صحبت کردیم؛ یک ساختار دیفرانسیلید بر بریک خمینه» بنا برتعر یف, یک اطلس دیفرانسیلپذیر ما کسیمال 
است؛ در نظرية گروههای لی زبرگروههای فشردة ماکسیمال یک گروه لی همبند. مهم‌اند؛ مجموعة باز 
ماکسیمال مشمول دریک زیرفضای 4 از فضای توپولوژیک مفروض, درون آن. ۰ نامیده می‌شود. 
و مجموعة بستة مینیمال شامل 4 بستار آن. 4 . است؛ ریزبافت‌ترین و درشتبافت‌ترین توپولوزی با 
ویزگیهای مفروض, اعضای ماکسیمال و مینیمال در مجموعة این توپولوژیها هستند؛ و . . و .. . 

در موارد فراوانی. حتی می‌توان گفت در بیشتر موارد. اشیاء مورد بحث به‌صورت زبرمجموعه‌های 
ویژه‌ای ازیک مجموعة ثابت‌اند, و رابطة ترتیبی که ما کسیمال بودن یا مینیمال بودن به‌آن اشاره دارد, رابطة 
شمول مجموعه‌هاست. حال اگراين ویدگی به اجتماعهای دلخواه منتقل شود اجتماع کلیة مجموعه‌های 
واجد این ویزگی طبعاً مجموعة ماکسیمال واجد این ویزگی است. و هنگامی‌که این ویگی, به اشتر کهای 
دلخواه منتقل شود اشتراک همة این مجموعه‌ها مجموعة مینیمال واجد این ویژگی است. این ساده‌ترین 
موردی است که وجود اشیاء ما کسیمال و مینیمال درآن نضمین می‌شود؛ ساختار دیفرانسیلپدیر شامل 
یک اطلس دیفرانسیلپذیر مفروض, و هم نین درون و بستاریک زیرمجموعه ازیک فضای توپولوژیک: 
نمونه‌هایی ازاين نوع‌اند. 

اما غالب اوقات, نباید توقع بیش از اندازه داشت و ازاین ویژگی مورد نظر خواست که به 


برهان ۳۱۵ 


اجتماعها یا اشتراکهای دلخواه منتقل شود. با وجود این, در اکثر موارد. باز شرط واقعاً ضعیفتری 
پروي مورد نظر حکم فرماست» و آن‌هم این‌است که ویژگی مورد نظر به اجتماع یا اشتراک 
زنجیر' هایی از مجموعه‌های واجد آن ویژگی» منتقل می‌شود. این نمونة بارز از وضعیتی است که 
لم زرن در آن به‌کار می‌رود و وجود مجموعه‌های ماکسیمال یا مینیمال با ویزگی مطلوب» تضمین 
می‌شود. ۱ ۱ 

بلافاصله باید توجه کرد که لم زرن نیز در همۀ موارد کارگر نیست. مثا برای اثبات وجود زیرگروههای 
فشردة ما کسیمال درهرگروه همبند لی» باید نسبتاً به اعماق نظریذ‌گروههای لی رفت. فقط یک استدلال 
صوری و صرفاً نظریة مجموعه‌یی؛ مثل لم زرن» نمی‌تواند به نتیجه برسد. 

برهان لم زرن در فصل آتی خواهذ آمد, اما دراینجاء صورت آن‌را به سرعت مرور می‌کنيم: جنان‌که 
می‌دانیم. یک رابطة > («کمتر ازیا برابر با" ) دریک مجموعة ۸1 را یک ترتیب جزیی" نامند هرگاه 
بازتابی (عد < )پاد متقارن (و = ٭ ج = > وون > ن) وتیا ( 2 > « ج 2 > ل > «) 
باشد. یک زیرمجموعة 1 > را یک زنجیرگویند هرگاه هر دو عضو آن باهم مر بوط باشند یعنی 
برای £ > ل ,ت یال > یات > ل۔ هم‌چنین ۸ راکراندار" گویند هرگاه عضوی مانند ۸1 > 1 
موجود باشد به قسمی که برای هر 76 € £ 70 > 1. 


لم زرن. اگر هر زنجیر دریک مجموعه مرتب جزتی و نا تھی (> ,۰17 کراندار باشد ۸4 دست 
کم یک عضو ماکسیمال دارده یعنی یک عضو » هست به قسمی که هیچ ی وجود ندارد که ۾ 1 
.d < 20‏ 


۲ پالایه‌ها و فرا الايەھا 

تعر یف (پالایه). منظوراز یک پالایة ‏ دریک فضای توپولوژیک × (یاء به طور کلیتر دریک 

اصل موضوع ۰۱ SF‏ 6 ۲۱۳ ۲۱ >= 9 ع ۲۷ ,1 

تعر یف (همگرایی پالایه‌ها). یک پاية > دریک فضای توپولوژیک × همگرا به ۵ است. هرگاه 
هر همسایگی ۵ متعلق به 2 باشد. 


1. chain 2. less than or equal to 3. partial ordering 4. bounded 


۶ قضيه تیخونوف 


سرانجامدرآنها می‌ماند دراین‌صورت؛ واضح است که ین پالیههمگرابه ۵ است اگر و هاا خود 
دنباله همگرا به 4 باشد. 


تعر یف (فراپالایه) و نتيجة لم زرن. پالابه‌های ماکسیمال را فرا پالابه نامند. هر پالایه. مشمول در 
یک فاپلایه است. 


واضح است که در اینجاء لم زرن, برای مجموعة جزتاً مرتب همة پالایه‌های شامل پالاية مفروض, 
به‌کار رفته است. 


فرا پالایه‌هاء وبژگی جالب زیر را دارند: 


گزاره. اگر ۶ یک فا پالابه در × و ۲ ۲ 4 زیرمجموعه‌ای دلخواه باشد. آنگاه یکی؛ و دقیقاً 
تیه ان ترش ی زر وت وه خر ای سک 

ران اھ انیا که ھر وز کی ا همغن ا ریا قفا ک آنها هی اس ع 
یکی از این دو مجموعه. باید هر مجموعة عضو . را قطع کند. زیرا در غیر این صورت» یک مجموعة 
عضو پالایه خارج از ۸4 ویکی هم خارج از 2۱۸ در نظر می‌گیریم؛ اشتراک این دو مجموعه نیز هی 
خواهد بود. پس؛ بی آنکه از کلیت کاسته شود فرض می‌کنيم که ۸ همة اعضای ۶ را قطع کند. در 
این صورت» مجموعة همة فوق مجموعه" های کلیة اشتراکهای 7۳ ۲۱ ۰۸ ۶ € ۳ تشکیل یک بالابه 
می‌دهند که شامل ۲ ۱01۱2 # است» واز ماکسیمال بودن # نتیجه خواهد شد که ک € 4. همان 
ری کی کر ا 


۳. کار برد (برهان قضیة تیخونوف). بااین مقدمات, فرض کنیم 6 زیر پایه‌ای از فضای توپولوژیک 
× باشد با این ویزگی که هرپوشش × توسط مجموعه‌های عضو 6 یک زیر پوشش متناهی را بپذیرد 
مرحله" ۱: هر فرا پالایه در × همگراست. 


برهان. فرض کنیم یک فراپالاية اهمگرای 27 وجود داشته باشد. در این‌صورت. برای هر 2 € ته یک 
همسایگی 6۱۶ € ا می‌توانیم نیم پیدا کنیم: زیر اگرهمة محموعه‌های عضو 6 که شامل 7 هستند 
اعضای پالاية مورد نظر بودند. آنگاه همة اشترا کهای متناهی نیز در پالایه می‌بودند. و پالایه همگرا به 
ته می‌شد. لذاء بنا بر فرض» پوشش «ع:«(:) دارای یک زیرپوشش ,یا ل۰۰۰ لا ,لا = × 


1. superset 


برهان ۳۷ 


است. ا زآنجا که ,بب7] هاعضو ‏ نیستند. بنابر ویژگی جالب فوق, باید متممهای آنها در فرایالایه باشند. 


برهان. فرض کنیم ۸ع( .0] یک پوشش باز دلخواه ‏ باشد. فرض کنیم زیرپوشش متناهی 
وجود نداشته باشد یعنی برای هر زیر خانوادة متناهی از پوشش یک مجموعة «کاستی» ناتهی 
یا هیاس نا زر باقی بماند. مجموعه فوق محموعه‌های این کاستیها. تشکیل یک بالایه 
می‌دهند. فرض کنیم 7 فر پالابة شامل این پالایه باشد. به موجب مرحلةّ ۰۱ می‌دانیم که 7 به یک 
× € » همگراست. این » باید در یکی از مجموعه‌های عضو پوشش مفروض, چون ےلآ قرارگیرد. 
پس, به موجب همگرایی, © € ,7]. اما ہ €| × یک کاستی است و لذا 2 € ,۱۲7 × واین هم با 
اصول موضوعة پالایه متناقض است. همان چیزی که می خواستیم ثابت کنیم. 1 


و بدین شکل, آخرین سنگ برهان قضية تیخونوف را کارگذاشتيم. 


نوشتة تتودور بروکر! 


هدف این فضل بالا بردن دفت با دا كردن آن نیس .خد فان ضرفا لخیص آن مقدارارنکتکهای 
نظری مجموعه‌هاست که گهگاه مورد استفادة ریاضیدانان واقع می‌شود, و دانستن آنها برای دانشجویانی 
که نیمسال اول تحصیل خود را با موفقیت به‌پایان رسانده‌اند لازم است. 

اگر ۸ یک مجموعه باشد و به هر ۸ € ۸ یک مجموعة 14 وابسته شده باشد, حاصلضرب 
مجموعه‌های 1 را که با 12 یر[ نمایش می‌دهیم. به‌صورت مجموعة نگاشتهای 
۸ ورلا +¬ ۸ : م با شرط ۷4 > (2)م» تعریف می‌کنيم. به‌عبارت دیگ این حاصلضرب, 
وا انش تا سره ا اا 


1. Theodor ۳۵0۲ 


نظربةٌ مجموعه‌ها ۲۱۹ 


) € A, mı € M») 


اصل موضوع انتخاب". اگر برای هر ۸ € ۰۸ 2 < «/۸. آنگاه 2 ٭ 4۸ «ی«]]. 
پس معنی این اصل این‌است که اگر در هر ر1[ عضوی موجود باشد. تابعی نیز وجود دارد 
کفاز هر یک از رها یک ع تخاب س‌کند: 
یک نرتیب جزتی بر یک مجموعة ۰ رابطه‌ای است مانند > بین اعضای ۷ که در اصول 
زير صدق می‌کند (برای هر 2 6 2 ,ل ,2): 
e,‏ > 2 (بازتابی) 
,1 =2 2 > 1 و > 2 (پادتقارنی) 
2 ک له ج< 2 > ۷ و لک 2 (نرایایی) 


همچنین, اگر ‏ > 2 ول 7 2 می‌نویسیم لا > ن. اگر 2 € ±2 و 2 ۲ 4و برای هر ۸ € ۾ 
رابطة » < 2 برقرار باشد» می‌نویسیم 4 < .و به شکل مشابه, 4 < ت 4 > 2 و غیره. 

چند مثال. اگر /1 یک مجموعه و ۳ مجموعة زیر مجموعه‌های آن باشد. آنگاه رابطةٌ شمول, 
معرف یک ترتیب جزئی بر ۶ است. از اين مثال؛ ترتیب جزئی در زیر گروههای یک گروه. در زیر 
فضاهای یک فضای برداری» و غیره استخراج می شود. 

یک زنجیر" یا یک مجموعة مرتب خطی " مجموعة جزتاً مرتبی است که شرط زیر در آن 
صادق باشد: برای هر 16 ع رت يا داریم ل > 2 با 2 > ی زنجیر را خوشترتیب" گویند اگر 
هر زیر مجموعة ناتهی آن دارای کوچکترین عضو (نسبت به ترتیب آن) باشد. مثال: ۸ خوشترتیب 
است, اما 2 @ و خوشترتیب نیستند. اگر 16 و 1۷ خوشترتیب باشند, روشن است که ۷ × 36 
نیز با نرتیب الفبایی* خوشترتیب است. منظور از ترتیب الفبایی این‌است: (7,:۶۵۱) > (۰,) 
هرگاه ۱ > ص يا 17 = 77 ولی 7۰ > 0. همچنین است ۷ + 1 ( اجتماع جدا ازهم) با 
ترتیب ۸ > 7 برای 2۷ € 7 و ۷ € 0 و رعایت ترتیب قبلی برای دو عضو 1 یا دو عضو ۷. 

در یک مجموعة خوشترتیب» اصل زیر صادق است: 

اصل استفراء." اگر (4)۸ حکمی درباره یک عضو دلخواه 6 > ۸ باشد. و اگر (۸)1 
برای هر ۸ > 1 مستازم (4)۸ باشد. آنگاه برای هر ٤‏ € ۰ حکم (۸48 صادق است. 

برهان. در غیر این‌صورت. اجباراً کوچکترین عنصر × > : موجود خواهد بود به‌قسمی که 
(/)۸4 دروغ باشد. پس در این‌صورت (4)1 برای هر ۸ > 1 صادق بوده, و لذا خود (4)۸ نیز 
اد شوا هت بر ان اش ایت © 


1. axiom of choice 2. chain 3. limearly ordered set 4. well-ordered 
5. lexicographical ordernig 6. induction principle 


به‌همان طریق که در مورد اعداد طبیعی عمل می‌شود. می‌توان در یک مجموعة خوشترتیب» 
اشیاء را ب‌روش بازگشتی( تعریف کرد. مثلا یک دستور بازگشتی برای یک تابع f‏ بر 4 تثبيت‌کنندة 
مقدار (0), برحسب مقادیر (۸) f‏ برای 7 > ۸ است» یعنی: 

f (n) = (fI{RIE > n}) 
)1: € ۸/۱۸ > "[ بر زیرمجموعه‌های‎ f به استقراء روی 0 ثابت می‌شود که دقیقاً یک تابع‎ 
موجود است که در دستور بازگشتی صدق می‌کند. و لذا بر خود مجموعة ]1 نیزه یک تابع و فقط‎ 
|) > ۰( یکی وجود دارد که چنین است. زیا یک تابع ۶ بر 1 به‌کمک تحدیدهایش به‌شکل‎ 
کاملا مشخص می‌شود.‎ 

در این مورده ممکن است این استدلال آورده شود که حکم « از روی دستور بازگشتی برای 
جمیع مقادیر * به‌طور یکتا معن می‌شود» به استقراء روی * نتیجه می‌شود. ولی این» حکمی 
مکل ای هر« شرط زیر برقار است: ...» ئیست, که بنوند مستقیعً بهاستقراء ثابت شود. 

* 


لم زرن." ( که اساسا از آن زرملو" است). گیریم (> ,1) یک مجموعه جزتا مرتب باشد. 
فرض کنیم که هر زنحیر 1۷ اچ K‏ کراندار است. در این صورت. M‏ یک عضو ماکسیمال دارد. 
یعنی عضوی مانند ۸1 € ۵ موجود است به‌قسمی که هیچ ۷ € 2 در ۵ < ± صدق نمی‌کند. 

برهان. فرض کنیم که این لم برقرار نیست. در این‌صورت. می‌توان به هر زنجیر 1 > 7 یک 
عضو ۷ € ( )۸" وابسته کرد به قسمی که > < (77)16. در اینجا از اصل موضوع انتخاب 
استناده کرده‌ايم. یک ززحیر ۲ KC‏ ۳ متا نامیم هرگاه ۹ خوشترتیب 
باشد و برای هر زیر محموعه آغازی" 2 > {k € K|k‏ =: ,کل داشته باشیم m(Ka)‏ ور 


اک و ای زار اک ورن ازن تار او ردو 
متعلق به £ با بل داریم: بط = مک ویا K‏ = وس 
پرهان لم. فرض کنیم که در هیچ‌یک از دو حالت نخست نیستیم. در این صورت. به استقراء روی 
کہ حکم زیر را ثابت می‌کنيم: 
Ks. = La‏ و باع ۶« ج- ZEK‏ 


1. recursively 2. Zorn’s Lemma 3. Zermelo 4. distinguished 
5. initial subset 


نظریة مجموعه‌ها ‏ ۲۲۱ 
برهان حکم. اگر چنین نباشد باید کوچکترین ای که 16 € : و حکم برایش صادق نیست 
موجود باشد. پس, عجالاً داریم 2 > 76 (زیا 2 > )و بنابر فرض 2 و «76؛ حال فرض 
کنیم که > 2 باویزگی .76 # 2 مینیمال باشد. دراین‌صورت. .۸ < 2 وگرنه برای برخی از های 
عضو ٤‏ می‌باییست داشته باشیم 2 < ل < اما در آن صورت» چون حکم برای 1 صادق است» 
لذا € لا ون = رک پس وا € 2. درنتیجه ,6 € 2 که با انتخاب 2 متناقض است. 
پس خالا داریم 16 < 2 وروشن است که مب = آماه دراین‌صورت 


1 = ۱) ( = m(Lz) = Z 


بدین‌ترتیب» برهان حکم به‌پایان می‌رسد. از حکم فوق, نتیجه می‌شود که 1 ٤‏ ,و چون به‌ازای 
مقدار مینیمال عضو 1 > 2 با شرط × ٭ 2 داریم ے1 = ۴ اثبات لم نیز بهپایان می‌رسد. 0 


ازاینجا بهآسانی نتیجه می‌شود که اجتماع همة زنجیرهای ممتاز زنجیری است ممتاز. این زنجیر 


AU {m(A4)} C A 


که یک تناقض است. زیرا 4 ۶ (7)4. بدین‌ترتیب» برهان لم زرن به‌پایان می‌رسد. 01 


تعریف. دومجموعة ۸1 و ۷ یک عدداصلی دارند. |۷| = |۱1| هرگاہ یک نگاشت دوسویی 
۷ +¬ ۸ : م موجود باشد. همچنین می‌نویسیم |۷| > |/| هرگاه یک نگاشت یک‌به‌یک 


بدیهی است که اگر |۷| > |۷| و |5| > |2۷ آنگاہ |5| > |1| 
قضیه (شرودر- برنشتاین).' 


۳۳ 


| > ۸۷۹۶۱۸۲| > ۱۳ => (MI ۱۷۱ ۵( 
|| > N 


(ii)‏ ۸۱ > ۷۱| . یا 
برهان. (1) فرض کنیم N‏ ¬ 14 : م و ۸4 += ۷ : ۷ یک‌به‌یک باشند. می‌خواهیم یک 
نگاشت دوسویی ۷ «- 1 : پیداکنیم. هر عضو 7 € 7و هر عضو ۷ € 0 با رعایت انتقال 


1. cardinality 2. Schröder-Bernstein 


مناسب اندیسها دقیقاً دریک دنباله بهوشکل 


۰۰۰ ا ا ۸ جا P0‏ ا 0 د )0 +۳ ۸ کا م کا ,ا ک۰ 
ص ۷ ص 24 ص م م 7 


که ,"ها عضو 2۷ و ررهها عضو 7۷اند؛ به‌ترتیب به‌صورت ,77 و ,۸" ظاهر می‌شوند. حال ٩‏ را جنین 
تعریف مي‌کنيم: اگر دنباله‌ای که 70 در آن ظاهر می‌شود؛ با یک ۷ € ,770 شروع شود (و خصوصاً 
با تساوی (۲)۰ ۷۳ = (۲)۶. بدین‌ترتیب» ۷" همواره خوشتعر یف و دوسویی است. 

در نظر می‌گيريم. رابطة > را بین این سه‌گانه‌ها به‌صورت زیر تعریف می‌کنيم: 

اگر ,4 C 8 4 C‏ 8 وم = ۸4|,م. بدین‌طریق, یک ترتیب جزئی روی مجموعة این 
سگانه‌ها تعریف می‌شود و هر زنجیر (۸ € 8,(|۸ ZR‏ «4) کراندار خواهد شد به سه‌گانة 
E ÛU, Bı = B‏ 4۸ رلا = 4. که رب = «(4|م. حال, به‌کمک لم زرن, 13 و 4 را 
M‏ € 7و N‏ € ۰ پیداکرد که 4 € ۰و 8B‏ € .سپس B8‏ + 4 را بەکمک ۷ +۲ 2 به 
)m[ ¬ B U {n}‏ 1 4 توسیع داد. [] 


تعریف. مجموعة زبرمجموعه‌های 11 را مجموعة توانی می‌نامند وبا (/90)/1 نشان می‌دهند. 
قضیه (کانتور). |1| < |(/)9]. همچنین می‌نوبسیم ۲۱۷۱ : |(98)۷. 
برهان. در غیر این‌صورت. یک نگاشت دوسویی 


M ¬+ B(M),z» + M(z) 
وجود خواهد داشت. یک زیر مجموعة 16 > ۸۸ را چنین تعریف می‌کنيم:‎ 
جچه ۵ ع بو‎ « 2 M(z) 
باید به‌ازای ۷۲ € ل داشته باشیم (و) 1 = 4 در نتیجه‎ 


۱ 4 ب جه‎ ¢ M(y) = A 


1. power set 


قضیه. هر محموعه‌ای می تواند خوشنرتیب شود. 

برهان. به‌ازای یک مجموعة مفروض ۷1ل مجموعة زوجهای (70 ,4) را که درآن 2 C‏ ۸ و 
یک خوشترتیبی در مجموعة 4 أست» در نظر می‌گیریم. قرار می‌دهیم (Ar, Rr)‏ < (7۱ربش) اگر 
C ۲‏ 4 ورابطةا > » در 4 نسبت به 7۱ برقراراست اگروتنها اگر رابطة ا > 6 در :۸ نسبت 
به ۴8 برقرار باشد. بدین طریق» یک ترتیب جزثی در مجموعة زوجهای (۸ ,4) تعریف می‌شود. هر 
زنجیر [(«10 ,«)) توسط ۴8۸ = 4۸| ,دش رلا = 4 کراندار می‌شود. یک عضو ماکسیمال 
(0 ,ش) باید در شرط ۷ = 4 صدق کند. در غیر این‌صورت. یک 2۷ € 7 را که 4 # 7۰ در 
نظر می‌گیریم و (70) لا 4 را با خوشترتیبی در 4 و شرط ۳ > ۰4 خوشترتیب می‌سازیم. لذاء زوج 
(5 ,(۰) لا 4) از (8 ,4) بزرگتر خواهد شد. 7 


به‌همان طریقی که اعداد اصلی را از روی مجموعه‌ها و نگاشتهای یک‌به‌یک می‌سازیم. اعداد 
ترتیبی" را نیز از روی مجموعه‌های خوشترتیب و نگاشتهای یک‌به‌یک یکنوا" به‌دست می‌آوریم. دو 
مجموعة خوشترتیب یک عدد نرتیبی" دارند هرگاه یک نگاشت دوسویی ترتیب - نگهدار" بین آنها 


موحود باشد. 


قضیه. فرض می‌کنيم 1 و ۷ خوشترتیب باشند. در این صورت, دقیقایک نگاشت دوسویی 
یکنوا از یکی از مجموعه‌ها به روی دیگری یا به روی زیرمجموعه‌ای آغازی" از دیگری وجود دارد. 
بالأخص اعداد ترتیمی. خطی - مرتب‌اند. 

برهان. فرض‌کنيم نگاشت دوسویی یکنوایی بهشکل ۷ + 1 با۷[ +¬ 1 موجود نباشد. در 
این‌صورت. ,4 + 2۷ : ص را به استقراء تعریف می‌کنيم: اگم قبلاًروی ,2۷ تعریف شده باشد وبرای 
4 € ےی داشته باشیم ,2۷ = (,2۷)م, آنگاه قرار می‌دهیم 2 = ()م؛اگر 2۷ < (2) لا ,۷ 
آنگاه (2) لا ,7۷ نیز یک قطعة آغازی" در 7۷ است و (2) لا (,۷)م یک قطعة آغازی در ۸. 
روشن است که (۷()م به استقراء تعریف شده و ,۸1 ع< (۷)م. که ګ در 1 مینیمال است. لذا 
(2)2۷ ۶2 همان چیزی که می‌خواستیم ثابت کنیم. 1 


به‌ویژه اگر ۷1 خوشترتیب باشد. اعداد اصلی کوچکتر از |/1 | به‌وسیلة زیر مجموعه‌های 4 و لذا 


1. ordinals 2. monotonic 3. ordinal 4. order-preserving 
5. initial subset 6. initial segment 


ا هه 


به‌وسبلةً قطعات آغازی ,۲ از ۰17 نمایش داده می‌شوند (به‌موجب قضية فوق)؛ و 
|My| zx > ۷‏ > || 


پس: 

نتیجه. دقیتا یک نگاشت دوسویی یکنوا از مجموعه اعداد اصلی کوچکتر از |14| به روی یک 
قطعد آغازی محموعه خوشترتیب 1۷ وحود دارد. بو یژ محموعداعداد اصلی نابزرگتر از| ۰/11۶ به‌وسیلد" 
ترتیب خودشان خوشترتیب شده است و |11| توسط محموعذ اعداد ترتیبی نابررگتر از عدد ترتیبی ۷ 


نمایش داده می شود. 


قضیه. برای یک مجموعه نامتناهی 17 داریم M| = | M|‏ < | و |/2| < ۸/۱ + IM‏ 
که رات + معرّف اجتماع جدا ازهم است. 
فرع. اگر |14| نامتناهی باشد, و 2 < ۷ آنگاه 
x N| > |M + N| = max{|M|, IN|}‏ ۸۶| 
برهان. از حکم نخست نتیجه می‌شود که 
x< )۱,۲(| < | + | < ۶:‏ 21| < ۸2۱ * ۸۶| < |2۲ 


و بدین‌ترتیب. حکم دوم برای همان عدد اصلی برقرار خواهد شد. 


برهان حکم نخست. مجموعة زوجهایی مانند (۷ ,ظ) را در نظر می‌گیریم که درآنها 12 8 
نامتناهی است و 8 × 8 + 8 : له دوسویی. اگر || = |8| یقیناً یک نگاشت دوسویی آن‌گونه 
که می‌خواهیم وجود دارد (شمارش یک به‌یک ۸ × 3۷). طبق معمول, بین زوجهای ( ,13)» ترتیب 
(«,ظ) > (3,۷) را با ضابطة 8 C‏ 8 و ۷|8 = ۷ در نظر می‌گیریم. حال. لم زرن؛ 
یک زوج ماکسیمال (م ,)4۰ ¬ 4 × 4 : م بهدست می‌دهد. فرض کنیم |۷| > |۰4 در 
این‌صورت. 8 + ۸4 = 1 و(4| < |8| طبق فرض استقراء ( استقراء روی عدد اصلی مجموعه). 
پس 0 + ۸۱ + 4 = 1 که |4| = |4۱). حال, گوییم 


(A+ 4۱( x (A+ A) = (A x A) + (A x A,) + (A, x A) + (A, x A,) 


نظریة مجموعه‌ها ‏ ۲۲۵ 
و بتابر فرض استقراء یک نگاشت دوسویی مانند 
(A, Xx A,)‏ د (A, 2 A)‏ + ( ۸4۱ 2 ۸ ۸۱ 


موحود است. بدین شکل, ۱ توسیعی از ب به‌دست می‌دهد یعنی یک تگاشت دوسویی» 
(A+ A,) x )۸4 + 4,(‏ ¬ ,هر A+‏ 


که روی 4 بر منطبق است» و این متناقض با ماکسیمال بودن است. قضیه بدین‌ترتیب ثابت 


می‌شود. ۳ 


فرض کنیم |۷1| نامتناهی باشد و × مجموعة اعداد اصلی ۸ باشد به‌قسمی که 
۷۱ < « < ۱۱ 
از نتيجة قضیة پیش, برآورد زیر به‌دست می‌آید: 
۳۳ > || > 0 


فرض پیوستار کانتور می‌گوید که 0 = |۰6 بنابر قضیه‌ای از کوهن "؛ این فرض مستقل از 
اصول موضوعة نظرية مجموعه‌هاست. و در داخل برآورد فوق. همة فرضهای ممکن, با اصول 
موضوعة نظرية مجموعه‌ها سازگار است. فرض پیوستار ایجاب می‌کند که هیچ عدد اصلی بین 
|۸| و || موجود نباشد؛ نام این فرض, از همینجا گرفته شده است. 
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3 
= بت اا 


2 
رخ + 0 


فهرست نمادها 


بازة بسته از ي تا 6 

درون مجموعه 13 

بستار 8 

گوی به‌شعاع > حول نقطة 2 از یک فضای متری 

اجتماع جدا از هم حاصلجمع توپولوژیک 

«یکر یخت» که اینجا در مورد همسانریختیها به‌کار مې رود 

بازة بازاز ۲ تا ۳ (هنوز به علامتگذاری نفرت‌انگیز ۲,۳ عادت نکردهام؛ 
البته روزی عادت خواهم کرد آدمی به‌همه جیز عادت می‌کند). خر 
اشتباه با زوج مرتب "8 > (۲,۲) وجود دارد. 


نرم 

تیم ترم 

فضای باناخ متشکل از توابع پیوستة کراندار بر. ۸ 
رده هم‌ارزی 


مجموعه يا فضای رده‌های هم‌ارزی برحسب رابطةٌ هم‌ارزی > بر 
۳ 

فضای خارج قسمت € بر زیرگروه #۴ 

EE 

فضای خارج‌قسمت حاصل از چسباندن × ٤‏ 4 به یک نقطه 


مخروط روی × 


1 


[X,Y] 

Tn(X, 3o) 

[1 مع«‎ Xa 
S(tto,’** , tk) 
۳۸۹ 

Xr 

TM 

Ya 


G(Y, Yo) 


حاصلضرب گووه‌یی ۷ < 26 C‏ ۷ × وت لا ون × × 

¥ FY F اخ‎ 

فضای خارج قسمت حاصل از ۲ + × با یکی‌گرفتن 2 و (2)م 
«حسباندن × به ¥ به‌وسيلة م» 

حاصلجمع همبند 

فضای خارج قسمت حاصل از [۱ ,0] × 2 با یکی‌گرفتن (2,0) و 
(۱ ,(2)ه). 

فضای تکمیلی یک فضای متری (4 ,×) 

فضای برداری توابع 0 با محمل فشرده 

مانسته جا 

هم‌ارزی مانسته جایی 

مجموعة رده‌های مانسته‌جایی نگاشتهای از 2 بتوی ۲ 

گروه مانسته جایی ^ - ام (,:2,2) 

حاصلضرب خانواد ۸ع( × ] از مجموعه‌ها پا فضاهای توپولوژیک 
سادک؛پوش محدب نقاط رل , 0,۰۰۰ در وضعیت عام در "1۴ 
مجموعة زیربنایی یک مجتمع سادکی 

۸ - کالبدی یک تجزية حجره‌یی برای × 

کلاف بای 

تار یک فضای توپولوژیک × جک ۲ بالای × در نقطة » 
تسیک ای بای و ۱7 

یکریخت؛ در اینجا برای همسانریختیهای «بالای 26» به‌کار می‌رود 
وقتی بالای یک نکاشت نوشته شده باشد: 

در فصل ٩‏ اک برای «بالابریهای» مختلف به‌کار می‌رود. 

راهی که در جهت عکس بیموده شود یعنی (۶ - ۰۱ <: (4) ۷ 
مجموعة طوقه‌های فضای 2 در نقطة 2 

در اینجا: مانسته جایی طوقهها با نقاط انتهایی ثابت من 

در اینجانرده‌های‌هم‌ارزی طوقه‌ها برای > 

کرزه نات 

همریختی ناشی از میان گروههای اساسی 

ور وه هه O O‏ رای بای وین 


نهرست نمادها ‏ ۲۲۹ 


(Y yo) =» (XK, 3o) 

(فقط در صفحات ۱۸۶ و )۱٩۱‏ رده‌های هم‌ارزی رابطةٌ تعرریف‌شده 
در فد ۱۸۶ 

(فقط در صفحات ۱۸۷ تا )۱٩۱‏ نمادگذاری ویژه‌ای است که در برهان 
قضیه‌ای لازم است 

گروه تبدیلات پوششی 

نرمالساز زیرگروه 8 

پوشش عام برای (,:2 ,2) 

فضای دوگان یک فضای نرم‌دار × 

طیف یک جبر جابه‌جایی باناخ 

توسیع فشردة استون - چح برای × 

پالایه 

عدد اصلی مجموعة ۷ 

عدد اصلی مجموعة توانی 1۷ 

عدد اصلی مجموعة اعداد طبیعی آ؛ آن را با ,لا (الف صفر) نیز 
نمایش می‌دهند. 


نمایه 


این راهنمای موضوعی برمبنای الفبای‌انگلیسی‌تنظيم شده است. معادلهای انگلیسی واژه‌ها همراه 
با توضیح آنها. نمایه را به‌شکل یک فرهنگ اختصاری تویولوژیک درآورده است. اعداد فارسی 
معرزف شمارهةٌ صفحات متن نرحمة کتاب است. 


نقطه انباشتگی ۶ accumulation point‏ 
زر جوع شود به (cluster point‏ 
حسباندن ۵۸ attaching‏ 


چسباندن. یک فضای توپولوژیک × به یک فضای ۲ بەکمک یک نگاشت 
۲ + م2 : م یعنی تعیین فضای خارج‌قسمت نہ /۲ + × <: × ہل که 
در آن رابطة هم‌ارزی سح ت را با (2)ص یکی می‌گیرد. 


۶ شت جسباننده ۵۸ attaching map‏ 
منظور نگاشت ۲ + × : م است که برای تشکیل × ہلا ۷ از روی × و ۲ا 
ب‌کار می‌رود. 
اصل موضوع انتخاب ۲۱۹ axiom of choice‏ 
اپسیلون )٤(‏ گوی ۱۳ e-ball‏ 


دریک فضای متری: منظور مجموعة (ع > (1|0)2,1) =: (7)2 است. پس 
در R”‏ پا متریک معمولی» داریم 
Ke(r):= {yl || 2 - ۷ || Se}‏ 


تمایه ۲۳۱ 


فضای باناخ ۳۸ Banach space‏ 
یک فضای نرمدار کامل 
پایه نقطه ۱۸۰ basepoint‏ 


در برخی موارد. مناسبت صوری دارد که به‌جای فضاهای توپولوژیک» زوجهای 
مرتبی بەشكل (XK, o)‏ گرفته شود که در آن × یک فضای توپولوژیک و 20 
نقطه‌ای از آن است. در این حال, نقطه ہ2 را پايه نقطة فضا (يا دقیقتر پایه نقطةً 

پایه ۱۸ basis‏ 
پایة یک توپولوژی: مجموعه‌ای از مجموعه‌های بازه شامل تعداد کافی از آنها به‌قسمی 
که هر مجموعة باز بتواند بهشکل اجتماعی از چنین مجموعه‌های پایه‌یی تولید شود. 
(منلا گویهای باز تشکیل یک پایه برای توپولوژی یک فضای متری می‌دهند). 

مرز پوش ۱۰۰ bordant‏ 
دو خمينة دیفرانسیلپذیر فشرده را مرزپوش گویند هرگاه اجتماع جدا از هم آنهاء مرز 
یک خمینه فشرده باشد. 

bordism classes ۱۰۰ رده‌های مرزپوشی‎ 


رده‌های هم‌ارزی تحت رابطةٌ هم‌ارزی «مرز پوش». 


نقطه مرزی boundary point ٠١‏ 
نقطة مرزی 8: نقطه‌ای که هر همسایگی آن, هم 8 و هم 2۱ را قطع می‌کند. 

پوشش شاخە‌یی ۱۶۸ branched covering‏ 
مفهومی کلیتر از آنچه در فصل نهم این کتاب راجع به پوشش گفته شده است 

Brower, L. E. J., 1881-1966 ۱۳۴ براوتل ل.۱.ی.‎ 

Cantor, Georg, 1845-1918 ۲۲۵ ۰۷ ۶ ۰۵ کانتور گتورگ‎ 

عدد اصلی ۲۳۲۱ cardinality‏ 

category ۸۷ رسته‎ 


داده‌های آن عبارت‌اند از: اشیاء. ریختیهاء و قوانین ترکیب؛ اصلهای موضوع آن 
عبارت‌اند از وجود همانی و شرکتبذیری. 

حجره ۵۹» ۱۲۲ cell‏ 
هر فضای توپولوژیک همسانریخت با "18 یک 1 حجره است. 

cell decomposition ۱۲۳ تجزیة حجره‌یی‎ 


۲ توپولوژی 


تجزية حجرهیی یک فضای توپولوژیک کک افراز 6 به زیرفضاهایی که حجره‌اند 
زنجیر ۲۱۹ ۱ chain‏ 
نگاشت مشخصه ۱۲۵ characteristic map‏ 
نگاشت مشخصه برای یک ۸ - حجرۂ » در تجزیة حجره‌یی یک فضای ×: 
نگاشت پیوسته‌ای است مانند × +- "0 که گویهای باز را به‌طور همسانریخت 
برروی 6 و مرزگوی ٩۳۲‏ را بتوی (۱ - ) -کالبد. بنگارد. 
رگ عة یک سای بی ۱۳۱ 
characteristic subgroup of a covering space‏ 
نگارة گروه بنیادی «بالایی» در گروه بنیادی «پایینی». 


classification of covering spaces ۱۸۴ رده‌بندی فضاهای پوششی‎ 

صورتهای کلیفرد - کلاین ۲۰۲ Clifford-Klein forms‏ 
رجوع شود به 101105 50266 (صورتهای فضا). 

پسته ۱۰ closed‏ 
مجموعه‌ای که مکمّلش باز است. 

closure ۱۰ بستار‎ ۰ 

درون یک مجموعه به‌انضمام مرز آن, بستار آن را تشکیل می‌دهند. 

closure finiteness ۱۲۶ تناهی بستار‎ 


یک تجزية حجره‌یی وقتی متناهی بستار است که بستار هر حجره فقط تعدادی 
متناهی از حجره‌ها را قطع کند. 
نقطه انباشتگی ۶ cluster point‏ 
قط انباشتگی یک زیرفضای 1۴ > 4 نقطه‌ای است چون 8 > م, که الزاماً 
عضو 4 نیست» ولی برای هر ه < ٭» اشتراک 
۸۵( + ورع - )۸4۲۱ 
ناتهی است. همچنین است, برای یک زیرفضای × C‏ 4 ازیک فضای توپولوژیک 
× (م یک نقط انباشتگی ۸ است. یعنی برای هر همسایگی وی 7]. اشتراک 
۵ 4 ناتھی است 
درشت بافت ۱٩‏ (رجوع شود به 896 «ریزبافت») coarse‏ 


collapsing of a subspace ۵۴ فروریزی یک زیرفضا‎ 


۲۳۲  هیامن‎ 


فروریزی یک زیرفضای 6 ۲ 4 به یک نقطه: گذر به فضای خارج‌قسمتِ 6/۸ 
تحت رابطة هم‌ارزییی که همة نقاط ۸4 را یکی می‌گیرد؛ بەعبارت دیگر گذر از × 
به 2۲/4 را فروریزی 4 به یک نقطه گویند. 
جبر تعویضپذیر باناخ ۲۰۹ commutative Banach algebra‏ 
فشرده ۲۶ compact‏ 
فضایی را فشرده گویند که هر پوشش باز آن یک زیرپوشش متناهی بپذیرد. غالبا 
هاوسدورف بودن را نیز به این شرط اضافه می‌کنند. 


فضای متری کامل ۶۸ complete metric space‏ 
فضائی است متری که در آن هر دنبالً کوشی همگرا باشد. 
فضای برداری تویولوژیک کامل ۳۹ complete topological vector space‏ 


فضای برداری توپولوژیکی است که در آن هر دنبالة کوشی همگراست» مفهوم دنبالة 
کوشی به‌کمک همسایگیهای مبداً تعریف می‌شود (زیرا متریک وجود ندارد!). 

کاملا منظم ۳ completely regular‏ 
فضای توپولوژیکی که هر مجموعة یک نقطه‌یی در آن پسته باشد و برای هر 
زبرمجموعة م و هر نقطة ۸ # و یک تابع پبوسته بتوی [۱ ,0] بتان یافت 
که در م مقدار ه و در 4 مقدار ۱ بگیرد. 

فنضای تکمیلی ۶۸ completion‏ 
فضای تکمیلی یک فضای متری: فضای متری کاملی است که فضای مفروض 
(به‌صورت یک فضای متری) در آن مشمول و چگال باشد. 

cone ۵۵ مخروط‎ 


مخروط روی ۸ چنین تعریف می‌شود: 


CX := X x [o, }/X x {1} 


همبند ۰۲۱ ۲۲ connected‏ 
یک فضای × که تنها مجموعه‌های باز و بستة آن. © و × باشند. 

connected sum of two manifolds ۶۰ حاصلجمع همبند دو خمینه‎ 

continuous map ۱٩ نگاشت پیوسته‎ 


نگاشت ۲ + × : ] پیوسته است اگر نگار وارون مجموعه‌های باز مجموعه‌های 


باز باشند. 


۴ وبولوزی 

continuum hypothesis ۲۲۵ فرض پیوستار‎ 
contractible ۸۱ انتباضیذیر‎ 
contravariant ٩۱ پادو, دا‎ 


تابعگون ۳ را پادوردا گویند هرگاه به هر ریختی ۲ ¬ ٭ یک ریختی «در جهت 
عکس» وابسته کند: (:)۳ لک (۳)۷. 

همگرایی ۲۵ convergence‏ 
۵ را حد یک دنباله در یک فضای توپولوژیک گویند هرگاه برای هر همسایگی a‏ 
و بان تال انم دز توا رگ 

و برگی محدب ۱۵۴ convex property‏ 
ویزگی محدب در مقاطع کلافهای برداری: قرا رگرفتن در یک (؟ است به‌قسمی که 
برای هر 2 ے2) محدب باشد. 

اصلهای موضوع شمارایی ۱۰۳ countability axioms‏ 
این اصول, به‌وجود یک پایة شمارای همسایگی برای هر نقطه (در اصل موضوع 
نخست) و یا وجود یک پاية شمارا برای توپولوژی (در اصل موضوع دوم) نیاز دارند. 

هموردا covariant ٩۰‏ 
تابعگون ۴ را هموردا گویند هرگاه به هر ریختی ۲ ک × ریختی دیگری را در 
«همان جهت» وابسته کند: ( ٣)۷‏ ° (٭)۴. 

فضای بوششی ۱۶۷ covering space‏ 
یک تاربندی بیماية موضعی با تارهای گسسته. 

تبدیلات پوششی ۱۹۱ covering transformations‏ 
تبدیلات پوششی یک فضای پوششی × = ۲ همنانریختیهایی مانند م از ۲ 
به روی خود هستند به‌قسمی که 7 = م © 7. 

cube ۲۰۶ ٩٩ مکعب‎ 

. 7 = |, ۱۳ ۳ 

مجتمع 0۲۷ يا مجتمع ضَتَنّب ۱۲۵ CW- complex‏ 
فضایی همراه با یک تجزیيهةٌ حجره‌یی که در اصول موضوعة زیر صدق کند: (۱) 
وجود نگاشتهای مشخصه, (۲) تناهی بستار (۳) توپولوژی ضعیف. 

CX ۵۵ × × ]٥,۱[/× × ۱ مخروط‎ 


فضای باناخ توابع پیوستة کراندار بر × با نرم سوپر مم ۰۴۱ ۱۰۴ C(X)‏ 
فضای برداری توابع رده ٥۳‏ با محمل فشرده ۷۵ C®°(R”)‏ 
متریکهای 18 ¬ × × × عموماً در این کتاب با ۵ نمایش داده شده‌اند ۱۳ 0 
گروه تبدیلات پوششی ۱۹۱ 9 
تبدیلهای عرشه‌یی - تبدیلات پوششی ۱۹۱ deck transformations‏ 
درون بر تغییر شکل ۸۲ deformation retract‏ 


اگر یک درون‌بری ۸ + 26 با .14 مانسته‌جا باشد. 4 را یک درون‌بر تغییر شکل 
× نامند (آن را تغییر شکل «قوی» نامند اگر بتوان ۸ را نقطه به نقطه تحت مانسته 


جایی تثبیت کرد). 

جگال ۶۸ dense‏ 
4 را در فضای توپولوژیک 6 چگال گویند هرگاه × = 4. 

عملگرهای دیفرانسیل ۷۶ differential operators‏ 
به‌ویژه» عملگرهای مشتق جزتی خطی به‌شکل ۵1٩‏ ,»زمر 

تویدیف ۸۸ هر 
رسته توپولوزی دیفرانسیل: خمینه‌های دیفرانسیلپذیر و نگاشتهای دیفرانسیلپذیر 

discrete topology ۱۹ توپولوژی گسسته‎ 


ریزبافت‌ترین توپولوژی ممکن؛ همه مجموعه‌ها بازند. به‌ویژه مجموعه‌های تک 
نقطه‌یی» همچنین می‌توان تصور کرد که نقاط به‌شکل «گسسته» مرتّب شده‌اند. 
برخلاف حالتی که نقاط «به‌طور پیوسته» توزیع شده باشند. 

اجتماع جدا از هم ۱۶ disjoint union‏ 
اجتماع دو مجموعه که قبلا به‌طور صوری از هم جدا شده‌اند و معمولاً چنین تعریف 
می‌شود ۱ 

X x {o}UY x< ۱(‏ <: ۷ + زر 

فاصله ۱۴۲ distance‏ 
فاصلة یک نقطة » از یک مجموعة 13 در یک فضای متری (,6): به‌صورت 
اینفیمم ( 3 € 0)6,*(|2) تعریف می‌شود. 

دوگان ۲۰۸ dual‏ 
دوگان یک فضای نرمدار ×: فضای "26 متشکل از صورتهای خطی روی × با 
نرم: ۱ > || 2 || ,ا(ه) اجه :| ۶ || 


۶ وپولوژی 


مشخصه اویل عدد اویلر Euler characteristic, Buler number ۱۳۶ ٩۴ ۰٩۳‏ 
همان حاصلجمع تعداد یالها؛ رأسها و جز آن در یک مجتمع سادکی و یا همان 
سیری کوتاه در کلانهای برداری ۱۵۰ excursus on vector bundles‏ 
قضیةٌ وجود برای فضاهای پوششی ۱۹۱ 
existence theorem for covering spaces‏ 
این قضیه می‌گوید که تحت چه شرایطی, برای یک زیر گروه مفروض 
«G C T\(X, Zo)‏ یک فضای بوششی وحود دارد به‌قسمی که زیر گروه 


مشخصه‌اش 6 باشد. 

نقطة بیرونی ۱۵ exterior point‏ 
نقطةٌ بیرونی 8: هر نقطه‌ای که 26۱2 یک همسایگی برای آن باشد. 

E ۲۱۵ ۰۲۱۳ پالایه‎ 


پالایه روی 2۲: محموعه‌ای از زیرمجموعه‌های × که هر فوق‌محموعةٌ هر یک از 
عضوهای خود و اشتراک هر دو عضو خود ر در بردارد. و محموعة تھی ر در 


برندارد. 

همگرایی پالایه ۲۱۵ filter convergence‏ 
یک پالایه همگراست به » هرگاه هر همسایگی ۾ عضو پالایه باشد. 

fine ۱٩ ریزبافت‎ 


اگر ۰0 ۵ توپولوژیهایی بر × باشند. 0 را (که مجموعه‌های باز کمتری دارد) 
درشت بافت‌تر از 0 گویند و "0 را (که مجموعه‌های باز بیشتری دارد). ریز 
بافت‌تر از © نامند. 


شمارای یکم ۱۰۳ first countable‏ 
رجوع شود به اصلهای موضوع شمارایی counta bility axioms‏ 

forgetful functor ٩۵ ۰٩۲ تابعگون نادیده‌گیر‎ 

سریهای فوریه ۶ Fourier series‏ 
سریهای تابعی به‌شکل 


ho 


۲ + Sa 6۵912 + Db, sin nz 


n= 


۲۳۷  هیامن‎ 


مارم قوف مور ۱۷۶۸۱ ۲ ۱۸۳۳ کی ار نها رل ا 
فا ادا ا ار ان شمارا شم اکان کا 
فرشه. موریس (۱۸۷۸ تا ۱۹۷۳) ۵, ۳۴ Fréchet, Maurice‏ 
فضای فرشه ۰۳۸ ۴۰ Fréchet space‏ 
یک فضای برداری توپولوژیک هاوسدورف کامل که توپولوژی آن را بتوان با دنباله‌ای 
از نیمنرمها تعریف کرد. 
گروه بنیادی ۱۸۰ fundamental group‏ 
گروه بنیادی یک فضای پایه - نقطه‌دار که با (,7:)2,2 نمایش داده می‌شود: 
مجموعة زیربنای آن مجموعة رده‌های مانسته جایی طوقه‌ها در ,ت است» و قانون 
ترکیب آن از «توصیف متوالی طوقه‌هاه یکی پس از دیگری» به‌دست می‌آید. 
تابعگون functor ٩۰‏ 
تابعگون بین دو رسته. اشیاء را به اشیاء و ریختیها را به ریختیها مربوط می‌کند. 
ریختی همانی و قوانین ترکیب ریختیها را حفظ می‌کند. 
نمایش گلفاند - نویمارک برای جبرهای ۔ *8 ۲۱۲ 
Gelfand-Neumark representation for B*- algebras‏ 
پدید آمده ۱۸ generated‏ 
بهازای یک مجموعة مفروض ت از زیرمجموعه‌های × دقیقاً یک توپولوژی (0)۶ 
موجود است که زيرپاية آن است (اين توپولوژی را «پدید آمده» به‌وسیلة می نامند). 


خارج‌قسمت یک گروه بر یک زیرگروه ۴۷ G/H‏ 
خمینة گراسمانی ۴۹ Grassmannian manifold‏ 
متشکل از زیرفضاهای ۸_بعدی فضای "8۳۲ یعنی(:0)1 × (6(/0)0 + )0. 
€ - فضا G-space ۵١‏ 


یک فضای توپولوژیک × همراه با یک عمل پیوستة @:× +¬ × × €. به‌طور 
مشابه, برای € - خمینه‌های دیفرانسیلپذیر تعریف می‌شود. 

دسته ۶۰ handle‏ 
در ارتباط با نظرية مورس, نامی برای 0"۴ × *ر[. 

کلاه ۶۸7 “hat”‏ ,° 
(۵ ,٭) معرف فضای تکمیلی فضای متری (4 ,×) است. 

هاوسدورف فلیکس (۱۸۶۸ تا ۱۹۴۲) ۵» ۲۴ 1868-1942 Hausdorff, Felix,‏ 


۸ توپولوژی 


اصل موضوع جداسازی هاوسدورف ۲۴ Hausdorff separation axiom‏ 
هر دو نقطة متمایز همسابگیهای جدا از هم دارند. 

فضای هاوسدورف ۲۴ Hausdorff spacê‏ 
فضای توپولوژیکی که در اصل موضوع جداسازی هاوسدورف صدق می‌کند. 

پایة هیلبرتی ۳۷ Hilbert basis‏ 
یک دستگاه یکا متعامد کامل در یک فضای هیلبرت. 

Hilbert cube ۲۰۶ مکقب هیلبرت‎ 


دریک فضای تفکیکپذیر هیلبرت مثلا فضای دنباله‌های مر بع انتگرالپذیره زیرفضای 
متشکل از دنباله‌های ,حم(2) با شرط 2 > |ہع|۔ 


فضای هیلبرت ۳۶ Hilbert space‏ 
تضاتی کال با خاصاضرین داخلی. 

همسانریخت ۲۱ homeomorphic‏ 
دو فضا را همسانریخت گویند اگر یک همسانریختی بین آنها موجود باشد. 

همسانر یختی ۲۰ homeomorphism‏ 
یک نگاشت دو سویی ¥ +« × : 7 به‌قسمی که هم ۶ پیوسته باشد و هم 7۱. 

فضای همگن ۴۸ homogeneous space‏ 
یک خارج قسمت از گروههای توپولوژیک چون 6/7 

homology ۱۳۵ ۰۱۲۲ ۰۹۷ ۰۹۵ مانستگی‎ 


در این کتاب از مانستگی (و تعدادی از اشیاء دیگر) فراتر از قلمرو توپولوژی 
نقطه - مجموعه حندین بار صحبت می شود اما تعریف آن داده نشده است. رجوع 
شود به مرجع[۵] یا ۱۶]. 


مانسته جا ۷۸ ۷۹ homotopic‏ 
دو نگاشت ۲ + 6 را مانسته جا گویند هرگاه بتوانند به‌طور پیوسته به‌یکدیگر بدل 
و 

مانسته جایی ۷۹ homotopy‏ 


مانسته جایی بین نگاشتهای ۷  -«‏ : و,ر یک نگاشت پوس 
۲ + [۱,م] × × : 27 است که در شرطهای f‏ = م3 و 9 = 7۱ صدق 
شی گنک 


homotopy category ۸٩ رسته مانسته جایی‎ 


نمایه ۲۳۹ 


اشیاء آن: فضاهای توپولوژیک» و ریختیهای آن: رده‌های مانسته جایی نگاشتهای 
۹ 

رده‌های مانسته حایی ۸۱ homotopy classes‏ 
رده‌های هم‌ارزی نکاشتهای ۲ + > تحت رابطةً هم‌ارزی «مانسته جا». 

هم‌ارزی مانسته‌جایی ۸۱ homotopy equivalence‏ 
نگاشت پیوسته‌ای جون ۲ د ×  :‏ که برای آن یک «وارون مانسته جایی» 
۶ب ۲ : و وجود داشته باشد. ` 

گروههای مانسته‌حایی homotopy groups ۹٩‏ 
گروههای (,::» ×) ,7 برای یک فضای پایه - نقطه‌دار با پایه - نقطةٌ م2 این مفهوم 
مهم در ۱٩۳۵‏ توسط ویتولد هورویتس Witold Furewicz)‏ ۱۹۰۴ تا ۱۹۵۷) 
وارد شد. 

وارون مانسته‌حایی ۸۱ homotopy inverse‏ 
وارون مانسته‌جابی برای ۲ + × : از نگاشتی است چون × + ۲ : و به‌قسمی 
که کد و و ود ربا نگاشت همانی مانسته‌جا باشند. 


نقطه‌های حدی آرمانی ۷۰ ideal limit points‏ 
نقاطی که باید به یک فضا افزوده شوند تا فضای تکمیلی آن به‌دست آید. 

incidence data ۱۳۰ داده‌های وقوع‎ 

incidence numbers ۱۳۵ اعداد وقوع‎ 


این اعداد. از جنبةٌ مانستگی نشان می‌دهند که چگونه حجره‌های یک مجتمع 
ضتمب به کالبدهای با بعد کمتر می‌چسبند. جزئیات اين مفهوم در متن نیامده 
تست : 

تویولوژی الفایی ۱۵ induced topology‏ 
یک مجموعة ۵ ] ۷ در توبولوژی «القابی» فی ار سا هرا 
یک مجموعة باز لا در فضای × وحود داشته باشد به‌قسمی که 26,۲۱۳ = ۷. 

induction principle ۲۱۹ اصل استفراء‎ 

درون interior ٠١‏ 
درون یک:مضنوغة 8 مجموغة قاط درونی۱ظ آستا: 

نقطهٌ درونی ۱۰ interior point‏ 
نقطةّ درونی 8: هر نقطه‌ای که 8 یک همسایگی آن باشد. 


۶ وپولوژی 


ناوردا invariant ٩۳‏ 
یکریختی ۱۶۶ isomorphism‏ 
یکریختی بین فضاهای توپولوژیک (۷,77) و (۸ ,/۷) بالای ٭: یک همسانریختی 
لاب ۲: ب است که در شرط 7 = ها ه 7 صدق کند (یعنی همسانریختی 
«بالای» × باشد). 


یکریختیها isomorphisms ٩۰‏ 
دریک رسته: ریختیهایی را گویند که وارونپدیر باشند. در رستة توپولوژیک. به‌عنوان 
مثال» یکریختیها همان همسانریختیها هستند. 
گروه تکروندی ۵۳ isotropy group‏ 
به ۹020111261 (بایدارساز) مراحعه شود. 
بطری کلاین ۶۲ Klein bottle‏ 
منسوب به فلیکس کلاین (۱۸۴۹ تا ۱۹۲۵) 
اصلهای موضوع بستار کوراتوفسکی ۱۲ Kuratowski closure axioms‏ 
روش دیگری برای بررسی مفهوم فضاهای توپولوژیک - بیان مفهوم بستار به‌روش 
اصل موضوعی. 
ترتیب الفبایی ۲۱۹ lexicographical ordering‏ 
گروههای لی ۳۶۲۳:۱۷۱۳ Lie groups‏ 
خمینه‌های دیفرانسیلپذیر همراه با ساختار گروه دیفرانسیلپذیر. 
ملاک قابلیت بالابری ۱۸۲ liftability criterion‏ 
(Y, yo)‏ 
1 
ل 


(مد,) مگ (2,2) 


در نمودار در بی بافتن / هستیم. این ملاک به گروه بنیادی اطلاق می‌شود. 


مو شنم محدب ۴۰ locally convex‏ 
کان برداری توایولوزیکی که هر ایک دا آن سامل نک هایگ مدب 
اسان 

همسانر یخت موضعی ۱۶۸ locally homeomorphic‏ 


یک نگاشت ۲ + × : f‏ که بهازای هر × € ته همسایگیهای بازی چون لآ برای 


نمایه ۲۴۱ 


× و همسایگیهای باز ۷ برای (:2) f‏ بتوان یافت به‌قسمی که ۶07 یک همسانریختی 


0 زى 07ا 

همبند - راه موضعی ۱۸۲ locally path-connected‏ 
فضایی را گوبند که هر همسایگی یک نقطة آن شامل یک همسایگی همبند - راہ 
باشد. 

locally trivial fibration ۱۶۶ تاربندی بیمایةٌ موضعی‎ 


یک فضای توپولوژیک دربالای ‏ به‌قسمی که برای هر نقطه در × یک همسایگی 
چون 0 بتوان یافت به‌قسمی که ۲ روی 0 بیمایه باشد, یعنی به‌قسمی که 0[ با 
U‏ ¬ ۲ × ل روی [] همسانر یخت باشد. 
نضای 1۶ ۷۴ 6 طر] 


فضای تابعی با رم 1/۳۳۵۵ ]) | ۶ | که به احترام هانری لیگ (۱۸۷۵ ا 
۴1( حنین نامیده شده است. 


رستهٌ مجموعه‌ها و نگاشتها ۸۷ 4 
حاصلجمع همبند ۶۰ MM,‏ 
خمینه ۰۲۷ ۰۱۱۲ ۱۳۹ manifold‏ 
«خمينة دیفرانسیلپذیر» مفهوم بنیادی در توپولوژی دیفرانسیل است. مثلا رجوع شود 
به مرجع [۳]. 
فضای متری ۱۳ metric space‏ 


زوج مرتبی چون OER KS RESTA)‏ مه مین :و 
متفارن است و در ابرابری مثلئی صدق شور گیل فضاهای (X, O(d))‏ رده مهمی 
از مثالهای فضاهای تویولوژیک هستند. 


فضای متریکیذیر ۱۵ metrizable space‏ 
فضای توپولوژیک (0 ,26) که بتوان با (0)4 = 0 یک متریک برای آن پیدا کرد. 
نوار موبیوس ۶۳ Möbius strip‏ 


به‌نام اوگوست فردینانت موبیوس (۱۷۹۰ تا ۱۸۶۸) August Ferdinand‏ 
Mobius‏ نامگذاری شده است. 

لم تکراهی ۱۷۵ monodromy lemma‏ 
در نظریة فضاهای پوششی: راههای مانسته‌جا را می‌توان به راههایی با نقطة پایانی 
مشترک بالا برد. 


۲ توپولوزی 


نظریة مورس ۶۰ ۸۶ Morse theory‏ 
نظريةٌ توپولوژیکی دیفرانسیل که به‌وسیلة مارستن مورس (۱۸۹۲ تا ۱۹۷۷) 
Marston ۵‏ پرورده شده و به‌موجب آن می‌توان ویگیهای توپولوژیک 
خمینه‌ای را (که ممکن است بینهایت بعدی نیز باشد). از روی نوع و تعداد نقاط 

بحرانی یک تابع بر آن خمینه نتیجه‌گیری کرد. 

در یک رسته» محموعة ریختیهای از × به ۲ ۸۷. Mor (X, Y)‏ 

همسایگی ۱۰ neighborhood‏ 
همسایگی یک نقطة × مجموعه‌ای است که نه تنها × بلکه تمامی مجموعة باز 

شامل × را دربر یک 

اصول موضوعهٌ همسایگی ۱۲ neighborhood axioms‏ 
راه دیگر نگرش به مفهوم «فضاهای توپولوژیک» از طریق بیان مفهوم همسایگی 

با روش اصل موضوعی. 

پایةٌ همسایگی ۱۰۳ neighborhood basis‏ 
مجموعه‌ای از همسایگیهای ون که در آن «همسایگیهای به‌دلخواه کوک جا داشته 
باشند» به‌عبارت دیگر: هر همسایگی ہت شامل یکی از همسایگیهای پایه باشد. 


گروههای مرزپوشی ۱۶۱ با 

ترم ۳۷ norm‏ 
نگاشت مثبت معین همگن 18 +- 3 :|| ۰۰۰ || a‏ 

normal covering space ۱۹۳ فضای پوششی نرمال‎ 


فضای پوششی است که زير گروه مشخصة آن در گروه بنیادی فضای اة یک 
و نرمال باشد. از لحاظ هندسی بدن معتی ست که کرو تبدیلات بوششی 
به‌طور ترایا بر تارها عمل می‌کنند. 
نرمال‌ساز ۱۹۲ normalizer‏ 
نرمال‌ساز یک زیر گروه ۸4 > رک ین زیر گروه 8 مابین 8 و 4 که در آن 
8 همجنان نرمال باشد. 


قطب شمال ۵۷ north pole‏ 
قطب شمال کرءٌ 1۳۳7۱ ] 5۳ نقطة × است که (0,۰۰۰0,۱) = .N‏ 
مانسته‌حا با صفر ۱۸۹ null-homotopic‏ 


طوفه‌ای (با دو سر ثابت) که با طوقه‌های تابث مانسته جاست و در گروه پنیافی 


نمایه ۲۴۲ 


حکم عضو خنثی را دارد. 
تعداد برگها ۱۶۷ number of leaves‏ 
در یک فضای پوششی؛ تعداد برگها در یک نفطة 1U‏ تعداد تقاط در تار بالای 1 


ات 


رده اشیاء رستهٌ » ۸۷ (6)6 
توپولوژی فضای متری (4 ,×) ۱۳ O(a)‏ 
باز ۱۰ open‏ 


تعریف «فضای توپولوژیک» بر مبنای بیان این مفهوم به روش اصل موضوعی. 
همة مفاهیم توپولوژی دیگر, از مفهوم بنیادی «باز» مشتق می‌شوند. 

گوی باز ۱۴ open ball‏ 
در یک فضای متری» مجموعة (ع > (/9 ,:۷|0)2) را «ع-گوی باز» حول 2 نامند. 
به موجب نابرابری مثلثی» این مجموعه واقعاً در (0)4 قرار دارد. 

حجره‌های باز ۱۰۵ open boxes‏ 
در ۲ × : مجموعه‌هایی به شکل ۷ × 0 که ل در × بازاست و ۷ در 1. 
در حاصلضر بهای نامتناهی: اشتراکهای متناهی «استوانه‌های باز» را حجره‌های باز 
نامند. حجره‌های بازه یک پایه برای توپولوژی حاصلضربی تشکیل می‌دهند. 

پوشش باز ۲۶ open cover‏ 
پوشش باز برای یک فضای توپولوژیک 2: خانواده‌ای از مجموعه‌های باز مانند 
{Ux bea‏ 

مدار ۵۱ orbit‏ 
مداریک نقطه در یک 6 - فضا: مجموعة 28 متشکل از نقاطی که عمل گروهی 
بتواند 2 را به‌آن نقاط ببرد. 


فضای مداری ۵۲ orbit space‏ 
دریک 6 فضای 1 مجموعة 1/6 متشکل از مدارهاء و مجهز به توپولوژی 
خارج قسمت. 
اعداد ترتیبی ۲۲۳ ordinals‏ 
توپولوژی القایی بر × > م2 توسط (2,0) ۱۵ م02 
پیرانشرده paracompact ۱۵٩‏ 


فضای هاوسدورفی که هر پوشش باز آن یک تظریف موضعا متتاهی داشته باشد. 


۴۳ وپولوزی 


اهمیت این فضاها در آن‌است که این فضاها که هر پوشش باز آنها یک افراز فرعی 
واحد را می‌پدیرد دقیقاً فضاهای بیرا فشرده‌اند. 


مجموعة جزتاً مرتب ۲۱۹ partially ordered set‏ 
افراز ۱۳۲ partition‏ 
افرازیک مجموعة ×: مجموعه‌ای از زیرمجموعه‌های دوبه‌دو جدا از هم که اجتماع 
آنها همة × باشد. 
افراز واحد ۱۵۰ partition of unity‏ 


نمایش‌تابع ثابت ۱ بر فضای توپولوژیک × به‌صورت حاصلجمع توابع 
[۱ ,0) ¬ × که «موضعا متناهی» باشند. هنگامی مفیدند که جمعیده‌هاء محمل 
«کوحک» داشته باشند. 


راه ۲۳ path‏ 
یک نگاشت پیوستۂ × + ([۱ ,0] 

همبند - راه ۲۲ path-connected‏ 
فضایی‌که هر دو نقطة آنا بتوان با یک رآه به هم وصل کرد. 

path lifting ۱۷ بالابری راه‎ 


فنی‌در نظریة فضاهای پوششی که در آن واحد همه جا حاضر است: اگر × ك ¥ 
یک فضای پوششی و ولا نقطه‌ای بالای نقطة آغاز یک راه مفروض ‏ در × باشد» 
در این‌صورت. فص یک راه «بالابرده شده» ٩‏ با شروع از ولا وحود دارد (منظور 


از راه بالابرده شده این‌است که به < 6 0 7). 


پثانو. جوزپه (۱۸۵۸ تا ۱۹۳۲) ۱۹۵ Peano,Giuseppe(1858-1932)‏ 

۸ امین گروه زائد مانسته‌جایی (ہ= ,×) ra(X; 3o) ٩٩‏ 

به اضانه ۱۷ ۱ ت 
۲ + × معرف اجتماع جدا از هم مجموعه‌ها یا فضاهای توپولوژیک است. 

جند وحهی ۱۱۷ polyhedron‏ 
رجوع شود به 65×عاممه» 21 ناحصنه (مجتمعهای سادکی) 

نضای مقدم فرشه ۳۹ pre-Fréchet space‏ 


یک‌فضای برداری توپولوژیک هاوسدورف که توپولوژی آن با دنباله‌ای از نیمنرمها 
داده شود. کامل بودن فضا الزامی نیست. 
حاصلضرب فضاهای توپولوژیک ۰۱۷ ۱۰۵ product of topological spaces‏ 


نمایه ۲۴۵ 


حاصاضرب ۷ < 26 با « ری ر[[ مجهز, به توپولوژی حاصلضربی («جعبه‌های 
باز» پاية آن هستند). 

تویولوژی حاصلضربی ۰۱۷ ۱۶۰۵ product topology‏ 
مجموعة 1 × × > 2 برای توپولوژی حاصلضربی یک مجموعة باز است اگر 
بای هر نقطة () یک جعیذ باز ۷ < 8 حاوی این نقطه مشمول در (؟ وجود داشته 
رایس ای ا شرت تفا دامن ن 

مجموعة توانی ۰۱۳ ۲۲۲ $X)‏ 
مجع وة وون اع کک 

شبه فشرده ۲۶ quasi-compact‏ 
آنچه را ما در این کتاب فضاهای فشرده نامیده‌ایم» برخی از مولفین شبه فشرده 
می‌نامند. و واژۀ فشرده را برای «فشرده و هاوسدورف» به معنی ما نگهداشته‌اند. 

فضای خارج قسمت ۴۳ quotient space‏ 
فضای خارج قسمت یک فضای توپولوژیک 2 بر یک رابطۂ هم‌ارزی بح که با 
نم /٭ نمایش داده می‌شود؛ مجموعد -" /26 متشکل از رده‌های هم‌ارزی. مجهز 
به «توپولوژی خارج قسمت» است. 

توپولوژی خارج قسمت ۴۳ quotient topology‏ 
این توپولوژی روی مجموعة نہ /٭ ریزبافت‌ترین توپولوژی است که برای آن نگاشت 
نہ /٭ ¬ 26 پیوسته باشد. به‌عبارت دیگر نہ /× > ] باز است اگر و تنها اگر 
نگار؛ وارون آن در 26 باز باشد. 


دستور تارتین ۳۳۰ recursion formula‏ 
تعر یف بازگشتی ۳۳۰ recursive definition‏ 
فضای بازتابی باناح ۲۰۸ reflexive Banach space‏ 


یک فضای باناخ × که نگاشت د ل ا '() C‏ × در «دوگان مضاعف» 
کی ا بک کات وروی 2۳ ۶ د 

درون‌بر» درون‌بری ۸۲ retract, retraction‏ 
€ ر یک کور از تست هر کاک د ووی ار موی کی بک 
نگاشت پیوستۀ ۸ +¬ وجود داشته باشد که تحدیدش به ۸ نگاشت همانی 
ناش 


ریمان» برنهارت (۱۸۲۶ تا ۱۸۶۶) ۵, ۲۰۱۰۱۵۶ Riemann, Bernhard‏ 


۶ نوپولوژی 


متریک ریمانی ۱۵۶ Riemann metric‏ 
بر یک کلاف برداری 5: منظور حاصلضر بی است عددی مانند < ..,.. > بر هر 
تار و به قسمی که تابع < .. ,.. >+ 2 به تعبیر مناسبی پیوسته پا دیفرانسیلپدیر 
باشد. 

رویه‌های ریمانی ۲۰۱ Riemann surfaces‏ 
خمینه‌های‌مختلط یک بعدی همبند. در متن کتاب هم جزتیات پیشتری در مورد 
آن نیامده است. مراجعه شود به .]٩[‏ 

Schrödee-Bernstein theorem ۲۳۱ قضیة شرودر-برنشتاین‎ 

شمارای دوم ۱۰۳ second countable‏ 
مراجعه شود به اصلهای موضوع شمارایی 

مقطع ۰۹۶ ۱۵۱ section‏ 
مقطع‌یک نگاشت پيوستة ۲ + ۲ : 7 نگاشتی است پیوسته چون 
۷۲ ب 2 : که در شرط 10 < 7۰7 صدق کند. 

همبند ساد نیمه موضعی ۱۸۹ semi-local simply connected‏ 
فضایی را گویند که هر نقطةٌ 2 در آن یک همسایگی آ داشته باشد په قسمی که 
هر طوقه در نقطة 1 واقع در مجموعة 7, درکل فضا مانسته‌جا با صفر باشد. 


نیمنرم ۳۸ seminorm‏ 
مانند نرم 16 + 2 : |۰۰ | است. با این تفاوت که |:2| می‌تواند برای 0 چ :2 نیز 
برابر ۵ شود. 

تفکیکیذیر ۱۱۳ separable‏ 
فضایی توپولوژیک که یک زیرمجموعة شمارای چگال داشته باشد. 

دنباله‌یی فشرده sequentially compact ۱٥۸‏ 
مجموعه‌ای‌که هر دنباله در آن دارای زیردنباله‌ای همگرا باشد. 

دنباله‌یی پیوسته ۱۰۷ sequentially countinuous‏ 
نکاشتی که هر دنبالة همگرا را به دنباله‌ای همگرا به نگارةٌ حدّ ببرد. 

بهم فشردن ۱۶۲ shrinking‏ 


بهم فشردن یک پوشش باز: به‌دست آوردن پوشش باز دیگری است که بستار 
مجموعه‌های آن در مجموعه‌های پوشش اول باشد. 
سادک ۱۱۶ simplex‏ 


اد ۲۳۷۰ 


غلاف محدب ۱ + ۸ نقطه در "18 را در وضعیت عام یک :1 سادک نامند. 


زسته سادگی ۱۲۱ simplicial category‏ 
محتمعهای سادکی ونگاشتهای سادکی. 
مجتمع سادکی ۱۱۵ simplicial complex‏ 


محموعه‌ای‌جون K‏ از سادکها در 18۴ (که در جند شرط نظم صدق کنند). نام 
محتمع سادکی به اجتماع || تا از سادکها نیز اطلاق می‌شود. 


مانستگی سادکی ۱۲۱ simplicial homology‏ 
(تعریف در متن نیامده است). 

نگاشت سادکی ۱۳۱ simplicial map‏ 
نگاشتی‌بین مجتمعهای سادکی که : - سادکها را به‌طور آفین به ۸ - سادکها ببرد. 

simply connected ۱۹۴ ۰۱۸۹ ساده - همبند‎ 


فضای همبند-راه را ساده ‏ همبند گویند اگر هر طوقة آن مانسته با صفر باشد. 
یعنی اگر برای یک (و در نتیجه برای هر) پایه - نقطه, گروه بنیادی گروه بیمایه باشد. 

کالید ۱۲۶ skeleton‏ 
دریک فضای × با تجزیة حجره‌یی» منظور از 1 کالبد ۳ اجتماع همه حجره‌های 
با بعد مساوی با * یا کمتر از 0 است. 

رستهة کوحک small category ٩۰‏ 
رسته‌ای که اشیاء آن عضوهای یک مجموعه باشند. 

حاصلضرب رخلی ۵۷ smash product‏ 
6 کر رد 2۸۲ 


Sobolev space ۷۷ فضای سوبولف‎ 

solid torus ۸۴ چنبرة توپر‎ 
S' x D' 

space forms ۲۰۲ صورتهای فضایی‎ 


Ea SG RE‏ با تسام تسس 
راو ان مین درن کات بار یه ات ران دز 46۴ یا ا 
مدلی برای فضای فیزیکی حقیقی می‌پنداشت. 

خم فضا پرکن ۱۹۵ space-filling curve‏ 
نگاشت‌پیوسته و پوشای: "[۱ ,0] = [۱ :0] 


طیف ۲۱۰ spectrum‏ 
طیف‌یک جبر تعویضپذیر باناخ: مجموعة همة ایدآلهای ماکسیمال آن است. که به 
توپولوژی ضعیف - ستاره مجهز باشد. 

پایدارساز ۵۳ ` stabilizer‏ 
پایدارساز یک نقطة ٭ در یک € - فضاء و یا گروه یکروندی این نقطه: زیر گروهی 
از 6 که نقطة 7 را ثابت نگه می‌دارد. 

فشرده‌سازی (توسیع فشردة) ستون - جخ ۲۱۳ Stone-Cech compactifiation‏ 
1 که از توسیع فشرد؛ یک فضای کاملا منظم × به‌دست می‌آید؛ به یک معنی؛ 
1 «بزرگترین» توسیع فشردة ممکن برای × است. 

زیرپایه ۱۸ subbasis‏ 
زیر پایغیک توپولوژی: مجموعه‌ای از مجموعه‌های باز شامل تعداد کافی مجموعه 
برای «تولید» توپولوژي فضا؛ یعنی اشتراکهای متناهی مجموعه‌های یک زیرپایه. 
تشکیل یک پایه بدهند. (مثلاً استوانه‌های باز یک زیرپاية توپولوژی حاصلضربی 

زیر مجتمع ۱۳۸ subcomplex‏ 
زیرمجتمع یک مجتمع ضنْمبٌ: اجتماعی بسته از حجره‌ها. 

وابسته ۱۵۰ subordinate‏ 
یک‌افراز واحد را وابسته به یک پوشش گویند هر گاه محمل هر یک از توابع این 
افراز, مشمول در یکی از مجموعه‌های پوشش باشد. 

زیر سادک ۱۱۷ subsimplex‏ 

زير فضا ۱۵ subspace‏ 
یک زیر فضای ,2 در فضای ٭: زیرمجموعة × - ,× مجهز به یک توپولوژی 
مخصوص. به‌نام توپولوژی «زیرفضا». 

توپولوژی زبرفضا ۱۵ subspace topology‏ 
همان توپولوژی القایی است. 

حاصلجمع ۱۶ sum‏ 
حاصلجمع محموعه‌ها و فضاها. رجوع شود به طمذصتا اصذهژعن (اجتماع جدا از 

support ۱ ۱۴۰ محمل‎ 


نمایه ۲۳۹ 


محمل یک تابع ‏ که با ؟ 91100 نموده می‌شود: بستار مجموعه نقاطی که تابع در 
آنها صفر نمی‌شود. 
تعلیق ۵۶ suspension‏ 
قای م E‏ و تا سس رس 
بالای 2 از راه فروریزی قاعده‌های آن. هرکدام به یک نقطه است. 


مراحعه شود به <عاح‌حددزه (سادک) ۱۱۶ )0 , ۰۰۰ رواک 

توم» رنهء از ۱۹۲۳ تا ... ۱۰۱۰۵۷ Thom, René‏ 

فضای توم ۵۷ Thom space‏ 
فضای توم مر بوط به یک کلاف برداری 77 که به‌صورت 0/5٤‏ تعریف می‌شود. 

Tietze extension lemma ۱۴۷ لم توسیع تیتسه‎ 


قضیه‌ای است راجع به توسیع‌پذیری توابعی که روی زیرمجموعه‌های بسته تعریف 
شده‌اند. 

کلاف مماسی ۱۵۱ TM‏ 
کلاف مماسی یک خمینة /1. بسط این مفهوم در متن کتاب نیامده است. رجوع 
شود به [۲]. 

رستة توپولوژیک ۸۷ Fok‏ 
«رستة توپولوژیک»: فضاهای توپولوژیک و نگاشتهای پیوسته 

گروه تویولوژیک ۰۳۵ ۴۷ topological group‏ 
6 یک گروه و در عین‌حال یک فضای توپولوژیک است و به‌علاو» نگاشت 
۱اه کا (ا ,ه) پیوسته است. 

نضای توپولوژیک topological space ٩‏ 
زوج مرتب (0 ,×) به‌قسمی که © و × و اجتماعهای دلخواه و اشتراکهای متناهی 
مجموعه‌های عضو 0 نیز عضو 0 باشند. 

نضای توپولوژیک بالای × ۱۶۵ topological space over X‏ 
زوج مرتب (1,7) متشکل از یک فضای توپولوژیک ۲ و یک نگاشت پیوسته و 
بوشای × + ۲ : 7۲. 

حاصلجمع توپولوژیک ۱۶ topological sum‏ 
رجوع شود به طمتصتا اصنه[ونل (اجتماع جدا از هم). 

topological vector space ۳۵ فضای برداری توپولوژیک‎ 


۰ وپولوژی 


یک فضای برداری مجهز به یک توپولوژی سازگار با ساختار خطی آن. 

توپولوژی ۱۶ topology‏ 
معنای فنی آن: مجموعهٌ مجموعه‌های باز یک فضای توپولوژیک؛ معنای عمومی 
آن: نظرية فضاهای توپولوژیک. 

تویولوژی یک فضای متری ۱۳ topology of a metric space‏ 
توپولوژی فضای متری ٩(‏ ,×) که با (0)4 نموده می‌شود چنین است: 
>o R(x) CU}‏ ع3بل] € O(d):= {UNz‏ 

ترایا transitive ۱٩۳‏ 
عم ,یک کو فیک موه کا وو هرکام فقط یک مدان وود دافم 
باشد یعنی برای هر ۲ > ,2 همواره یک ) € و وجود داشته باشد به‌قسمی 


که :او = ل 

triangle inequality ۱۳ نابرابری مثلتی‎ 
dz, z2) ک‎ dt, y) + d(y, 2( 

trivial topology . ۱٩ توپولوژی بیمایه‎ 


درشت‌بافت‌ترین توپولوزی, که فقط شامل 2 و 2 است. 


Tychonoff, Andrej Nikolajevitch ۲۰۴ تیخونوف. آندری نیکلایویج‎ 
۱٩۹۰۶ متولد‎ 
Tychonoff product theorem ۲۰۵ قضبهة حاصلضرب تیخونوف‎ 


حاصلضربهای دلخواه فضاهای فشرده فضاهایی هستند فشرده. آنچه را که ما 
فشرده نامیده‌ايم. تیخوئوف «دوسوفشرده» (100000261) نامیده است. او در 
صفحهٌ ۷۷۲ مرجع [۲۰] چنین می‌نویسد: «حاصلضرب فضاهای دوسوفشرده 
نیز دوسوفشرده است. راه اثبات دقیقا همان راهی است که در مورد دوسوفشردگی 
حاصلضربهای بازه‌ها به‌کار رفته است»» و آن را در بخش ۲ مرجع [۱۹] اراثه کرده 
یی ی 
«اين قضیه محتملاً مهمترین قضية منفرد در توپولوژی عمومی است» (نقل 
از و یولوژی عمومی. تألیف کلی „(Springer-Verlag yi «J. L. Kelley‏ 
فرایالایه ۲۱۵ ultrafilter‏ 
یک پالایٌ ماکسیمال 


uniformly continuous ۷۳ یکنواخت - پیوسته‎ 


۲۵۱  هیامن‎ 


نگاشتی بین فضاهای متری را یکنواخت - پیوسته گویند هرگاه برای هر ه < ٤‏ یک 

0 < 6 موجود باشد به‌قسمی که نقاط با دوری کمتر از 6 را به نقاطی با دوری > 

بنگارد. 

قضیه بکتایی برای فضاهای پوششی ۱۸۴ 

uniqueness theorem for covering spaces 

این قضیه می‌گوید که تا چه حد. یک فضای پوششی به‌وسیلة نگارة گروه بنیادی 
«بالایی» در گروه بنیادی «پایینی» معین می شود (این نگاره را «زیرگروه مشخصه» 
نامند). 

پوشش عام ۱۹۵ universal cover‏ 
پوشش عام یک فضا: فضای پوششی همبند ساده (که به‌طور یکتا معین می‌شود). 
برای علامتگذاری «عام» به قضیةٌ صفحة ۱ ۱٩‏ مراجعه شود. 


Urysohn, Pavel Samuilovitch ۱۴۲ اوریسون. پاول ساموئیلوویج‎ 
۱۰۲۴ ۸ 
Uryshon lemma ۱۴۲ لم اوریسون‎ 


قضیة بنیادی در ساختن توابع بر فضاهای توپولوژیک. 
کلاف برداری ۱۵۰ vector bundle‏ 
متشکل است از فضاهای پایه و کلی» بهعلاوهٌ تصویر و ساختار فضای برداری بر 
رش ی ی ی سای ریفس تا ای 
میدان برداری ۰۲۷ ۰۵۱ ۱۵۵ vector field‏ 
مثالهایی از انتگرالگیری میدانهای برداری بر خمینه‌های دیفرانسیلپذیر را آورده‌ايم تا 
خواننده با این گونه موضوعها آشنا شود. برای فراگرفتن آنها رجوع کنید مثلا به [۳]. 
توپولوژی ضعیف ۰۴۲ ۰۱۰۶ ۰۱۲۶ ۱۳۲ ۲۰۸ weak topology‏ 
برای فضاهای برداری توپولوژیک: درشت‌بافت‌ترین توپولوژی که برای آن تابعهای 
خطی پیوسته, همچنان پیوسته باشند. برای فضاهایی با تجزیة حجره‌یی: یک مجموعه 
را در توپولوژي ضعیف بسته گویند هرگاه اشتراک آن با بستار هر حجره. بسته باشد. 
حاصلضرب گوره‌یی ۵۷ wedge product‏ 
حاصلضرب گووه‌یی در فضای نقطه‌پایه‌دار که آن را با ۲ ۷ × نمایش می‌دهیم, 
زیر فضای ۲ × ہے لا ہل × ٭ از فضای ۲ × × است۔ 


۲۳ توپولوزی 


well - 0 ۲۱۹ خوشترتیب‎ 

وايتهد. ج. ه. ک. ۱۳۶ ۰ Whitehead, J. H.‏ 
۴ تا ۱۹۶۰ 

winding number ۹٩ عدد دور‎ 

فضای ۸/× ۵۴ X/A‏ 
ای ان ف هال از وی و € 2 یک ا 

فضای مداری ۵۲ X/G‏ 
فضای مداری یک € - فضای 2. 

فضای خارح قسمت ۴۳ بح 2 
خارج قسمت یک فضای 2 بر یک رابطة هم‌ارزي بح 

مجموعهٌ رده‌های مانسته‌جایی [۲ ,×] ۸۰ [X,Y]‏ 
مجموعة رده‌های هم‌ارزی نگاشتهای از × به ۷. 

فضای × هلا ۲ ۵۹ YUpX‏ 
فضای حاصل از جسبانیدن × به ¥ به‌وسیلةً م. 

Zariski topology ۲۵ توپولوژی زاریسکی‎ 


توپولوژی یک فضای تصویری که در آن یک مجموعه باز است اگر و تنها اگر متمم 
آن یک چندگونای تصویری باشد. 

لم زرن ۲۲۰۰ Zorn’s lemma‏ 
اگر هر زنجیر در یک مجموعة جزتاً مرتب 11 کراندار باشد. آنگاه 11 یک عضو 
تال واه 


